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Maxwellovy rovnice

James Clerk Maxwell

James Clerk Maxwell

m Jeho prace v oblasti elektromagnetismu zaloZena na Faradayovych
experimentech.

m Postuloval zékladni vztahy elektfiny a magnetismu (20 rovnic).
m Zrovnic pfedpovédél existenci elektromagnetického vilnéni.

m Demonstroval jednotnou povahu elektromagnetismu a svétla
(elektromagnetické vinéni).

m V roce 1864 predpovédél z elektromagnetickych experimentd
konecnou rychlost Sifeni svétla.

m Publikoval prvni barevnou fotografii jako ditkaz aditivniho michani
barev.

skotsky matematik a
fyzik
(1831 -1879)

Prvni barevna fotografie
X
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Maxwellovy rovnice

Integralni tvar - nestacionarni pole

m Zakon celkového proudu - Ampérdv zakon

o
Hdl=1+—
fc d + 5

m FaradayQv induk¢ni zakon

B =2
¢ ot
m GaussUv zakon elektrostatiky
DdS =Q
s

m Zakon kontinuity indukéniho toku

%BdS:O
s
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Maxwellovy rovnice

Integralni tvar - stacionarni pole

m Zakon celkového proudu - Ampériv zakon (posuvné proudy jsou nulové)

?[Hdl:[
c

m FaradayQv indukéni zakon (indukované napéti je nulové)

%Edl:o
(&

m GaussUv zakon elektrostatiky

j[ DdS =Q
S
m Zakon kontinuity indukéniho toku
y{ BdS =0
S
B=s Xy
Cp s e s the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Electrostatics and stationary current fields: Modeling of multiphysics problems 6/42



Maxwellovy rovnice

Diferencialni tvar - nestacionarni pole

m Zakon celkového proudu - Ampérdv zakon

oD
CH = J 4 22
o * o

m FaradayQv indukéni zakon

rot B = 7673
ot

m GaussUv zakon elektrostatiky
divD =p

m Zakon kontinuity indukéniho toku
divB =0

e
o ot i oy I
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Maxwellovy rovnice

Diferencialni tvar - stacionarni pole

m Zakon celkového proudu - Ampériv zakon (posuvné proudy jsou nulové)

rot H=J

m FaradayQv indukéni zakon (indukované napéti je nulové)

rot E =0
m GaussUv zakon elektrostatiky
divD =p
m Zakon kontinuity indukéniho toku
divB =0
S : the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Electrostatics and stationary current fields: Modeling of multiphysics problems

8/42



Elektrostatické pole

Elektrostatické pole

Electrostatics and stationary current fields: Modeling of multiphysics problems 9/42



Elektrostatické pole

m Zdrojem elektrického pole jsou néboje.

m Elektricky naboj je skalarni veli¢ina a mlze nabyvat kladné nebo
zaporné hodnoty.

m Kvantovy charakter (jeho velikost je rovna celistvému nasobku

elementarniho ndbojee™ = —1,602 x 10~ 19 C.
m Objemova hustota naboje p = %.
m Povrchova hustota ndboje o = 3—?.
m Linearni hustota naboje 7 = dT?.

m Volné naboje (elektrony v kovech, ionty v elektrolytech).
m Vazané naboje (polarizace dielektrika).

evmorsxa ve V\’<§
ot unsrari s oy T
st oy Ve w3 i
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Elektrostatické pole

m FaradayQv indukéni zakon (indukované napéti je
nulové)
rot E =0

elektrostatické pole je nevirové
m GaussUv zakon elektrostatiky

divD =p

elektrostatické pole je zfidlové - zdrojem pole jsou
elektrické naboje (kladné nebo zaporné)

Zridlové pole

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Electrostatics and stationary current fields: Modeling of multiphysics problems 11/42



Elektrostatické pole

Bez zdroje (Q = 0 C)

Propad (Q < 0C)

"4
22
N
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Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

m Intenzita elektrického pole je definovana jako sila plsobici na jednotkovy néboj
FL,e =QFE

m Elektricka indukce
D =c¢FE

m Elektrické napéti

B
UAB=/A Edl= s — on

) |
i W e e the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Electrostatics and stationary current fields: Modeling of multiphysics problems

13/42



Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

Skalarni potencial (rot E = 0 a zaroven plati rot grad ¢ = 0)
E = —grad ¢
(znaménko minus respektuje fyzikalni predstavu o sméru intenzity elektrického pole ve sméru
zmen3ujiciho se potencialu)
Vlastnosti skalarniho potencialu:
m Vhodny pro nepfimé feSeni (okrajové Glohy pro potencial)
m Nejednoznaény - muze se lisit o konstantu

E = —grad ¢ = —grad (¢ + K)

m Spojitost elektrického potencialu - potencial ¢ je ve viech bodech spojitou funkci polohy.

m Fyzikalni interpretace: napéti je rovno praci vykonané prenesenim jednotkového naboje
mezi témito body.
A=Q(pa —¢B) = QUaB
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Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

Uvazujme pole v deskovém kondenzatoru. V kazdém bodé méa hodnotu £ = % a je tedy homo-
genni.

v (V)

1.00e101
9.00e:00
5.00e100
7.00e+00
6.00e+00
5.00+00
4.00e100
3.00e+00
2.60e:00
1.00e100

0.00e+00

Elektrické pole deskové kondenzatoru (E = konst.)
homogenni pole
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Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

Privedeme-li na vodic volny elektricky naboj, rozloZi se na jeho povrchu s povrchovou hustotou o.
Vnitini ¢ast vodice je bez makroskopického naboje.

Vlozime-li vodi¢ do vnéjsiho pole, vzniknou na jeho protilehlych hranach povrchové naboje + o.
Pole uvnitf vodice je plné vykompenzované (plovouci elektroda ¢ = konst.).

X
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Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

m Dielektrika nevedou vodivy proud - neobsahuji volné naboje
m Jednoduchy model dielektrika sestava z elementarnich dipél, které jsou ndhodné

usporadany.
an %
m Po priloZeni vnéjsiho elektrické pole se dipdly zorientuji ve sméru intenzity elektrického
pole.

+ o+ttt

veve

m ZruSime-li vnéjsi elektrické pole, dipdly se vrati do pivodniho ndhodného usporadani.
Existuji vSak materialy, kterym fikame elektrety, které z(istanou polarizovany (obdoba
permanentnich magnetd).

X
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Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

m Elektrickou indukci definujeme
D =¢pe, E =coFE + P,

kde veli¢ina P predstavuje polarizaci dielektrika. Z uvedené rovnice lze zapsat vektor
polarizace ve tvaru

P =¢o(er —1)E =¢coerE — e E.
Veli¢inu ke = o (er — 1) nazyvame elektrickou susceptibilitou a predstavuje alternativni
popis materidlovych vlastnosti dielektrika.

m Polarizaci lze fyzikalné interpretovat jako elektrickou indukci psobici proti G¢inkiim pole,
které ho vyvolalo. Vysledné pole je tedy plsobenim dielektrika zeslabeno.

m Ve vzduchu a kovech k polarizaci nedochazi (e, = 1 = P = 0).
X
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Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

Dielektrikum v elektrickém poli (E4 # 0)
elektrostaticka polarizace

Xy

vV (V)

1.00e+01
9.00e+00
8.00e+00
7.00e+00
6.00e+00
5.00e+00
4.00e+00
3.00e+00
2.00e+00
1.00e+00
©.00e+00
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Elektrostatické pole

Zakladni vztahy

Maxwellovy rovnice v diferencidlnim tvaru plati
jen v regularnich bodech prostredi. Regularnimi
bodu nejsou napfiklad body, které oddéluji
jedno prostfedi od druhého a kde dochazi ke
skokové zméné permitivity . Stavové vektory
elektrické intenzity E aindukce D se méni
nespojité.

Intenzita elektrického pole
Dln - D2n =0
Eit — B2t =0 "% N A~

m Podminka pro E

9
m Podminka pro D 2

€1
Din — Doy =0

Elektricka indukce
X
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Elektrostatické pole

Rozhrani dvou dielektrik

Pro elektrické silo¢ary plati zakon lomu. Vyjdeme z podminek na rozhrani (plosnou hustotu néboje
o zanedbame).
Ev = B2, Din = Dap

Po jednoduché Gpravé dostaneme
Eqsinp1 = Easinga, €1FE1 cospr = e2E2 cos p2

Uhly 1 a w2 jsou Ghly svirajici vektory intenzity pole s normalou.

By |
I

Po dalsi Gpravé ziskame

€1 tgpr
g2 tgp2
- EvRoPSKA U
Eropme snsarant 3 v oy I
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Elektrostatické pole

Parcialni diferencialni rovnice

Vyjdeme z Gaussovy véty v diferencialnim tvaru
divD =diveE = p
a vztahu zavadéjici skalarni elektricky potencial
E = —grad ¢.
Dosazenim vztahu pro potencial do Gaussovy véty ziskame parcialni diferencialni rovnici ve tvaru
dive grad ¢ = —p.
V linedrnim pripadé lze e vytknout pred operator divergence a dostaneme rovnici ve tvaru

divgrad ¢ = —B.
€

Z vektorové identity dale plyne
div grad ¢ = Agp.

< sty
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Elektrostatické pole

Parcialni diferencialni rovnice

Odvozenou rovnici o
DAp=—=
€

nazyvame Poissonovou rovnici (obsahuje nenulovou pravou stranu). V prostfedi bez volného na-
boje (p = 0) pak rovnice prejde na Laplaceovu rovnici ve tvaru

Np = 0.

Skalarni potencial popisujici elektrostatické pole v linedrnim prostfedi musi spliiovat Laplaceovu
nebo Poissonovu rovnici.

emorsaa e
et nbaciet |
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Elektrostatické pole

Parcialni diferencialni rovnice

Jednoznacnost feseni je potreba zajistit vhodnymi okrajovymi podminkami.
m Dirichletova okrajova podminka - znalosti potencialu ¢ na hranici oblasti.

m Neumannova okrajova podminka - znalosti normalové derivace potencialu g—i na hranici
oblasti.
kladné elektroda

dielektrikum / Ap=10 /

uzemnéné elektroda
Kondenzator ve 2D

Xn
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Elektrostatické pole

Parcialni diferencialni rovnice

m Dirichletova okrajova podminka - znalosti potencialu o na hranici oblasti.

m Neumannova okrajova podminka - znalosti normalové derivace potencialu g—ﬁ na hranici
oblasti.

N

\\‘
M““\“‘"

Hum

}

Kondenzator ve 2D - ekvipotencialy a vektory pole

1
the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Electrostatics and stationary current fields: Modeling of multiphysics problems 25/42



Elektrostatické pole

Energie ve stacionarnim elektrickém poli

Kondenzator je akumulaénim prvkem. Nedochazi tedy k disipaci energie, ale k jejimu uskladnéni.
Energie miiZe byt v idedlnim kapacitoru uskladnéna libovolnou dobu.

Mé&jme soustavu n vodicl s ndboji Q1, . . ., Qn s potencidly 1, . . ., pn Vv prostiedi s konstantni
permitivitou e.
P2, Q2
©1, Ql '7

¥3, Q3

We = %Z‘PZQZ
1

Energie soustavy je

o
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Elektrostatické pole

Energie ve stacionarnim elektrickém poli

V piipadé deskového kondenzatoru lze napsat

1 1Q?
We = 5(<PA(+Q)+<PB( Q)) = *Q(S@A—SOB) *QU* *CUQ 2 C
Z uvedeného vztahu plyne energetické definice kapacity
_2We
=1z
- e e R Xy
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Elektrostatické pole

Energie ve stacionarnim elektrickém poli

Energii elektrického pole lze také vyjadrit pfimo pomoci vektoril pole E a D Hustotu energie lze

zapsat ve tvaru

D
We = / EdD.
0

V piipadé linearniho izotropniho prostredi (LIH) D
je permitivita konstantni N
Dq
DD 1D* 1
We = / —dD = = —ED.
0 € 2 3 2
> F
Ey
| B " the material was prepared under the
auspices of ESF Il (No. €Z.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Celkova energie soustavy je pak
We = / we dV
1%
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Elektrostatické pole

Energie ve stacionarnim elektrickém poli

V deskovém kondenzatoru je hustota energie konstantni.

_E/m)
' 3-12e+01
3.12e+01
3.12e+61
3.12e+01
3.12e+01
3.12e+01
3.12e+61
3.12e+01
3.12e+01
3.12e+01
3.

12e+01

Intenzita elektrického pole

NE
NPy

Hustota energie

P O O O O S

we (3/m3)

32e-09
32e-09
32e-09
32e-09
32e-09
32e-09
32e-09
32e-09
32e-09

32e-09

.32e-09
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Elektrostatické pole

Sily v elektrostatickém poli

Lorentzova sila na naboj v elektrickém poli

FL,e :QE

Sila odvozena z energie elektrického pole

dWe
Fo=—— = F.,=grad W,
ds
- EvRoPSKA UNE
[cbpaprai— I
o e the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Elektrické proudové pole

Elektrické proudové pole
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Elektrické proudové pole

V elektrostatice (elektrické pole buzené nepohybujicimi se naboji) neexistuje trvaly proud. Zdroje
napéti maji tu vlastnost, Ze na jejich svorkach je trvaly nadbytek volnych nosi¢l naboje. Tim ma-
Zeme ve vodici trvale udrZovat jejich tok. Jestlize se tyto naboje pohybuji, hovofime o stacionar-
nim elektrickém proudovém poli.

+<_e<_e<_e"@<_e—
® ® ® @
-0 0 <o =9
® ® ® @
-0

@ |-
)

+ + + +

“© -©

E >

Vnéjsi elektrické pole pUsobici na elektrony ve vodici (F'y, o = QFE)

XA
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Elektrické proudové pole
Zakladni vztahy

m Druha Maxwellova rovnice
rot E =0

elektrické proudové pole je nevirové.
m Zakon kontinuity
divd =0
elektrické proudové pole nezfidlové.
m Skalérni potenciél (rot E = 0 a zaroveri plati rot grad ¢ = 0)

E = —grad ¢.
m Proudova hustota o
J =~E. —"
m Elektrické napéti
B Zemnici elektroda
Unp = /A Edl= s — 5.
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Elektrické proudové pole

Rozhrani dvou vodi¢a

Maxwellovy rovnice v diferencialnim tvaru plati
jen v regularnich bodech prostredi. Regularnimi
body nejsou napfiklad body, které oddéluji
jedno prostiedi od druhého a kde dochazi ke
skokové zméné vodivosti +y. Stavové vektory
elektrické intenzity E a proudové hustoty J se
méni nespojité.

Podmink 5 Intenzita elektrického pole
m Podminka pro
Jin — Jop, =0

Eit — B2t =0

m Podminka pro J

Y1
Jin —Jon =0

Proudova hustota
1
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Elektrické proudové pole

Parcialni diferencialni rovnice

Vyjdeme z rovnice kontinuity v diferencialnim tvaru
divd =divyE =0

a vztahu zavadéjici skalarni elektricky potencial

E = —grad ¢.
Kombinaci obou vztahti dostaneme parciélni diferencialni rovnici ve tvaru

div y grad ¢ = 0.

V linedrnim pripadé lze y vytknout pred operator divergence a dostame rovnici ve tvaru

div grad ¢ = 0.
Skalarni potencial popisujici stacionarni proudové pole v linedrnim prostiedi musi spliiovat La-

placeovu rovnici
Np = 0.
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Elektrické proudové pole

Energie a vykon ve stacionarnim proudovém poli

m Prichodem elektrického proudu vodi¢em o kone¢né vodivosti
~ dochazi k disipaci elektrické energie.

m Jde o nevratny proces, pfi kterém se preménuje elektricka
energie v tepelnou (Jouleovo teplo).

m Vodi¢ se priichodem proudu ohfiva a teplo se prevadi
konvekci a radiaci do okoli.

m Fyzikalné lze tento jev vysvétlit srazkami volnych nosict
naboje s pevnou mfizkou.

Potencial
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Elektrické proudové pole

Energie a vykon ve stacionarnim proudovém poli

Prace Gmérna pfeneseni naboje zbodu Ado B je

B B
A:WAB=/ Fdl:Q/ Edl =QU.
A A

Tato prace se zméni na teplo s vykonem

d d

- WWas _ ;4@ _
dt dt

PFi pouZiti Ohmova zékona lze vztah déle prevést

2
P:UI:RIQ:U—.
R

Odvozenou rovnici nazyvame integralnim tvarem Jouleova zékona.
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Elektrické proudové pole

Energie a vykon ve stacionarnim proudovém poli

Nékdy je ovsem vyhodnéjsi pracovat s rozloZzenim ztrat v objemu, a
proto zavadime diferencialni tvar Jouleova zékona: mérny Jouleliv
zékon. Vyjdeme ze vztah(

dQ =Idt=JdSdt, dU = Edl.
Prirustek energie je pak
dW = dQdU = JEdSdldt = JEdV dt.
Mérny vykon je tedy roven

dw J?
p= =JE =" =+yE>
dv dt v

Ve vodici jsou pak celkové ztraty

P= /V pdV. Mérné ztraty

Xy

o the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Elektrické proudové pole

Energie a vykon ve stacionarnim proudovém poli

m Prichodem elektrického proudu vodi¢em o kone¢né vodivosti
~ dochazi k disipaci elektrické energie.

m Jde o nevratny proces, pfi kterém se preménuje elektricka
energie v tepelnou (Jouleovo teplo).

m Vodi¢ se priichodem proudu ohfiva a teplo se prevadi
konvekci a radiaci do okoli.

m Fyzikalné lze tento jev vysvétlit srazkami volnych nosict
naboje s pevnou mfizkou.

Potencial

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Elektrické proudové pole

Energie a vykon ve stacionarnim proudovém poli

Prace Gmérna pfeneseni naboje zbodu Ado B je

B B
A:WAB=/ Fdl:Q/ Edl =QU.
A A

Tato prace se zméni na teplo s vykonem

d d

- WWas _ ;4@ _
dt dt

PFi pouZiti Ohmova zékona lze vztah déle prevést

2
P:UI:RIQ:U—.
R

Odvozenou rovnici nazyvame integralnim tvarem Jouleova zékona.

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Elektrické proudové pole

Energie a vykon ve stacionarnim proudovém poli

Nékdy je ovsem vyhodnéjsi pracovat s rozloZzenim ztrat v objemu, a
proto zavadime diferencialni tvar Jouleova zékona: mérny Jouleliv
zékon. Vyjdeme ze vztah(

dQ =Idt=JdSdt, dU = Edl.
Prirustek energie je pak
dW = dQdU = JEdSdldt = JEdV dt.
Mérny vykon je tedy roven

dw J?
p= =JE =" =+yE>
dv dt v

Ve vodici jsou pak celkové ztraty

P= /V pdV. Mérné ztraty

Xy

o the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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