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Typické priklady z elektrostatického pole

Deskovy kondenzator (Laplaceova rovnice v kartézském systému)

UvaZujme rozloZeni elektrického potencialu deskového
kondenzatoru s napétim U = 5 — ¢1 mezi elektrodami
ajejich vzdalenosti d. o1 €

\ ‘/902

RozloZeni potencialu v okoli nekoneéné dlouhého
idedlniho kondenzatoru je popsano Poissonovou rovnici

ve tvaru 0 >
Ap=—=, T

€ d
pokud uvaZzujeme nulovou objemovou hustotu néboje, Principialni schéma uspofadani

|ze ji pfepsat do tvaru Laplaceovy rovnice

Ap=0.
i

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Deskovy kondenzator (Laplaceova rovnice v kartézském systému)

V 1D usporadani lze vyjadfit Laplaceovu rovnici ve tvaru

0%

2
Po integraci obdrzime
B¢

=ki.
ox !

Rovnici znovu zintegrujeme a obdrZime obecné feseni
p=kiz+ka.
Integradni konstanty k1 a ko se ziskaji z okrajovych podminek. Potom obdrzime soustavu rovnic
©(0) =k1-0+kz =1

<p(d):k:1 ~d+ ko = pa.

evrors
- e o the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Deskovy kondenzator (Laplaceova rovnice v kartézském systému)

Po vyjadreni obdrzime
o2 — 1

k1 ko = 1.
d
Vysledné fesent lze zapsat ve tvaru
Y2 — L1
(@)= 2" Pt g,
d
ST e . the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Valcovy kondenzator - dvé vrstvy (Laplaceova rovnice ve véalcovém systému)

UvaZzujme rozloZeni elektrického potencialu valcového
kondenzatoru o polomérech a a b se znamou hodnotou
potencialu na vnitfni a vnéjsi elektrodé.

RozloZeni potenciélu v okoli nekoneéné dlouhého
idedlniho kondenzatoru je popsano Poissonovou rovnici
ve tvaru

Ap = L
£ t t >
Potencial je skalarni pole, které obecné zavisi na a b r
prostorovych soufadnicich Principialni schéma usporadani
= o(r6,z).
-:r:; S X
Cp e e s the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Valcovy kondenzator - dvé vrstvy (Laplaceova rovnice ve valcovém systému)

Pfedpokladejme, Ze hodnota potencialu zavisi pouze na soufadnicir (uvazujme nekonec¢né dlouhy
valec) av prostoru mezi elektrodami se nenachazi zadné néboje. Potom lze vychazet z Laplaceovy

rovnice
Ap =0.

Jednorozmérnou rovnici v radialnim sméru pak lze zapsat ve tvaru
10 0p

——7r— =0.
ror Or
V piipadé, ze r # 0, plati
9 Oy¢ 0
—r— =0.
or or
Rovnici zintegrujeme
ra—w =k
or
aupravime
(o)) - k1
or

1
the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Valcovy kondenzator - dvé vrstvy (Laplaceova rovnice ve valcovém systému)

Po nasledné integraci obdrzime obecné feSeni pro potencial
e=kilnr+ks.
Integracni konstanty k1 a ko se ziskaji z okrajovych podminek. Potom obdrZime soustavu rovnic
pla) =kilna+ ks = ¢q

p(b) =kilnb+ ko = vp.
Po vyjadreni obdrzime

- Inb—ppl
P bsoa oy — 210 b% na
In 2 In 2
a a
Vysledné feSeni potenciélu lze zapsat ve tvaru
— Inb— 1
o(r) = 2 b@a Iy 4 Poln b‘Pb na
In - In -

vaevs

V piipadé uzemnéni vnéjsi elektrody ¢, = 0, by potom napéti mezi elektrodami bylo U = ¢, —
Pb = pa avysledny vztah by se zjednodusil
(r) = U In g
r) = .
P oln b

a

n

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Valcovy kondenzator - dvé vrstvy s koronou (Poissonova rovnice ve valcovém systému)

Uvazujme nekonecné dlouhy svazkovy vodi¢ kruhového prifezu s ekvivalentnim polomérem a
umistény ve vzduchu v dostate¢né vzdalenosti nad zemi. Je zadano napéti vodice proti zemi U a

vyznacené poloméry a, b, c. Na vodicich tohoto typu dochazi ¢asto ke vzniku korénového vyboje.
Vyboj o objemové hustoté naboje p byl uvazovan mezi poloméry a a b.

)

A

0<r<a ... vodic
a<r<b ... vzduch s korénovym vybojem
b<r<ec ... wvzduch
)
- 4
S et s et oy (0
S s the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Vélcovy kondenzator - dvé vrstvy s koronou (Poissonova rovnice ve valcovém systému)

RozloZeni potencialu v okoli nekonec¢né dlouhého vodice je popséno Poissonovou rovnici ve tvaru

Jednorozmérné obecné feseni této rovnice v radialnim sméru lze zapsat jako

10 0¢ p
==
ror Or €

Rovnici zintegrujeme

(o)) pr

r— = — + k1
or €2

Upravime
O¢ pr ki
or e2  r’
B=s X
o e the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Vélcovy kondenzator - dvé vrstvy s koronou (Poissonova rovnice ve valcovém systému)

Po integraci ziskdme obecné FeSeni pro potencial
2
<p:—£+k’11nr+k2,
4e

kde k1 a k2 jsou konstanty. Vysledné feSeni potencialu je feSenim ve dvou podoblastech, kdy pro
prvni z nich lze psat
pr?
p1=——+kiilnr+ k2
4eg

a pro druhou plati
w2 = ko1 lnr + koo .

1
the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Vélcovy kondenzator - dvé vrstvy s koronou (Poissonova rovnice ve valcovém systému)

Intenzitu elektrického pole lze v jednotlivych prostiedich vyjadfit vztahy

01 pr | ki
Fi1=—=—— 4+ ==
>l or 20 r
e 0 k
P2 21
Eyo=—>=—">
"2 or T

Integracni konstanty k11, k12, k21 a koo se ziskaji z okrajové podminky, podminky spojitosti po-
tencialu a podminky na rozhrani. Po dosazeni ziskdme soustavu rovnic ve tvaru

2
ma 1 0 0 ki1 U+ 45
0 0 Inc 1 k12 0
“Inb -1 Inb 1 kow | = ob* : (2)
-+ 0 1 o0 Koo =
2eq

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Vélcovy kondenzator - dvé vrstvy s koronou (Poissonova rovnice ve valcovém systému)

E, (kV/m)

19
010 015 020 02 030 035 040 045 050 010 015 020 02 030 035 040 045 050
7 (m) 7 (m)

" the material was prepared under the auspices of ESF
11 (No. €Z.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Potencial (vlevo) a intenzita elektrického pole (vpravo) v okoli nekone¢né dlouhého vodice.

| X
o e the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. €Z.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Deskovy kondenzator - sila

Urcete silu F;, kterd plsobi na elektrody deskového
kondenzatoru o rozmérech d, S a permitivité € a uvazujte:

m a) Konstantni naboj elektrod Q.
m b) Konstantni napéti mezi elektrodami U.

a) Konstantni naboj elektrod Q:

Pro prvni pfipad vyjdeme z Gaussova zékona: y .
xr
S e uss s
Principialni schéma usporadani
Intenzitu elektrického pole lze vyjadfit jako
B.= 9
eS
B T, R
O the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Deskovy kondenzator - sila

Hustotu elektrické energie potom uréime jako

1 Q2
=_-DE=—"*_,
e =35 2e852

potom energie elektrického pole bude integraci hustoty w, pfes objem dielektrika:

2 2
We:/wedV: Q -Sd:@.
v 2e52 28

Sila pUsobici na elektrody je parcialni derivaci této energie na zakladé jejiho sméru. V tomto pfi-
padé je smér reprezentovan rozmérem d. JelikoZ mame konstantni naboj @Q, pfislusi derivaci zna-

ménko (—).
OWe Q2
Py =— ==,
od 2e8S
Ew«wsuw( S ]
e the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Deskovy kondenzator - sila

b)Konstantni napéti mezi elektrodami U:

Vyjdeme ze vztahu pro intenzitu elektrického pole. Z
defini¢niho vztahu pro napéti a nasledné integraci
ziskdme

v [ pan [ L "l :

Po dosazeni za naboj Q dostaneme intenzitu elektrického Principialni schéma usporadani
pole jako

Hustota elektrické energie bude

1 eU?

= _-DE=_—_.
We =75 242

B T, Ny

st oy Ve ey 3 v

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Typické priklady z elektrostatického pole

Deskovy kondenzator - sila

Energie elektrického pole je opét integraci hustoty w. pres objem dielektrika:

U? U?s
We:/wedV:g—-Sd:E .
v 242 2d

Sila pusobici na elektrody bude opét parcialni derivaci energie podle vzdalenosti elektrod d, pro
konstantni napéti volime nyni znaménko (+).

OWe eU%S
F, = =——0
ad 2d
| X
o o sk s the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky
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Praktické priklady z elektrostatiky

Vysokonapétovy izolator

Vysokonapétovy izolator

Izolatory jsou vyuZivany k mechanickému
uchyceni a elektrickému oddéleni vodic Symetrizaen{ kruh (uzemnéno)
vysokého napéti ke stozaru. Typicky izolator je
vétsinou vyroben ze skla, porcelanu nebo
kompozitniho polymeru. Pfed vlivy pocasi je
chranén silikonem.

Mechanické uchyceni (uzemnéno)

Elektrické pole v jeho okoli neni rozlozeno
rovnomeérné a mize vést ke vzniku korény a
prepéti. Rovhomérného rozlozeni lze dosdhnout
symetrizaénimi kruhy. Elektrické pole je

Pogumovany izolator

Nosnd ty¢

popsano Laplaceovou rovnici ve tvaru

divegrad o =0
Symetrizaéni kruh (napéti)
doplnénou o okrajové podminky. Horni ¢ast je

v . P, Mechanické uchyceni (napéti)
uzemnéna a spodni na potencialu 110 kV.

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Vysokonapétovy izolator

x10° x10°

*x10° mm [ |23 %10% mm [ | 2:5

15 1.5
1 1
0.5 0.5
0 0
RozloZeni elektrického pole bez kruhu RozloZeni elektrického pole s kruhem
F— Xy
Cp s the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Vysokonapétovy izolator

Line Graph: Tangential electric field, zcomponent (kV/cm)

— Without grading rings
—— With grading rings

—l .

L] / M1,
ANl | | [

| | | |

1 I | |

0 | [/ |

150 200 250 350 400 450

300
z-coordinate (mm)
evmorsa

Oncats o Ve vy a vz

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Einzelova ¢ocka

Einzelova cocka

Einzelova ¢ocka je zafizenti, které pomoci
elektrostatického pole fokusuje paprsek nabitych ¢astic
do jednoho bodu. Sklada se ze tfi valcl z nichZ oba vnéjsi
jsou uzemnény a vnitfi je pfipojen na potencial.
Pisobenim Lorentovy sily na nabité Castice je paprsek
vychylen.

Uzemnéné vélce

Potencial

Elektrické pole je popsano Laplaceovou rovnici ve tvaru
divegradp =0

doplnénou o okrajové podminky. Vnitfni vélec je na
potencialu -10 kv.

EvRopsxa uve

eniasit s vty |
S the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Einzelova ¢ocka

Vzhledem k rychlostem, které se bliZi rychlosti svétla, je
tfeba do modelu zanést relativistickou korekci hmotnosti
ve tvaru

kde m, je klidova hmotnost elektronu, v je rychlost
pohybu astice a c je rychlost svétla.

Evmopsc ve V\’@
Erope uksrani s oy I
Onait oy W w3

Pohyb ¢astic je popsan Newtonovymi
pohybovymi zékony ve tvaru

d(m,v)
QY) P, = QE
en L=Q
a
ds
22—,
dt

kde F'1, je Lorentzovassila. Q je néboj
Castice a E intenzita elektrického
pole.

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Einzelova ¢ocka

RozloZeni elektrického pole

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Einzelova ¢ocka

Rozlozeni elektrického pole a jeho vektort

\VE,
KAy
the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Einzelova ¢ocka

Zaostreny paprsek nabitych ¢astic
Xy

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Laditelny MEMS kondenzator

Laditelny MEMS kondenzator 200
U laditelného MEMS kondenzatoru lze
pomoci napéti mezi elektrodami nastavit
vzdalenost mezi nimi. V zavislosti na
pfiloZzeném napéti se na elektrodach
indukuje naboj opacné polarity a elektrody
se vzajemné pritahuji. Pro snadné
nastaveni vzdalenosti byva obvykle na
jedné z elektrod pfipojena pruZina.

Port (potencidl)

Elektrické pole je popsano Laplaceovou ~
rovnici ve tvaru o Uzemnéni elektre

divegradp =0 %

doplnénou o okrajové podminky. Horni
elektroda je na potencialu 1 V.

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Laditelny MEMS kondenzator

Silu pUsobici na elektrody lze vypoditat z
celkové energie pole

dW,
Fe:767
ds

kde energii elektrického lze vyjadrit jako

1
We:/ wedV:/ —EDAdV.
v v 2

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Laditelny MEMS kondenzator

=107

RozloZeni hustoty naboje na elektrodach

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Laditelny MEMS kondenzator

RozloZeni potenciélu a elektrického pole

K
N
the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Piklady z elektrického proudového pole

Typické priklady z elektrického proudového pole (analytické FeSeni)
m Valcovy kondenzator s nedokonalou izolaci (Laplaceova rovnice ve valcovém systému)

Praktické priklady z elektrického proudového pole
m Planarni civka na desce plosného spoje
m Lamelova pfipojnice

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Piklady z elektrického proudového pole

Valcovy kondenzator s nedokonalou izolaci - dvé
vrstvy (Laplaceova rovnice ve valcovém systému)

UvaZzujme rozloZeni elektrického potencialu valcového
kondenzatoru s nedokonalou izolaci s poloméry a a b se
zndmou hodnotou potenciélu na vnitfni a vnéjsi
elektrodé. Zjistéte odpor izolace.

a b 7‘
S - . . - Principialni schéma uspofadani
Pro FeSeni vychazime opét z rovnice pro potencial.
Potencial je skalarni pole, které obecné zavisi na
prostorovych souradnicich

Y= (p("‘v 97 Z)

Pro FeSeni vychazime stejné jako v pfikladu na strané 10 z
Laplaceovy rovnice:

Ap =0.

evorse
oot st oy |
- o s Vi e 1 the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Piklady z elektrického proudového pole

Po nékolika Gpravach dostaneme stejné jako v pfedchozim pfipadé obecné FeSeni pro potencial:
@e=Fkilnr+ks.
Integracni konstanty k1 a ko se ziskaji z okrajovych podminek. Potom obdrZime soustavu rovnic
pla) =kilna+ ks = ¢q
p(b) =kilnb+ ko = ¢p.
Po vyjadreni obdrzime

_Pb=%a

_ palnb—pplna
In 2 B In 2 '
a a

k1

Vysledné feseni potencialu lze zapsat ve tvaru

©b —;pa Inp 4 £o Inb—pplna

r) =
#lr) lng lng

Xn

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Priklady z elektrického proudového pole

Vyjdeme ze vztahu zavadéjici skalarni elektricky potencial
E = —grad ¢.

Po dosazeni vztahu pro skalarni potencial dostaneme vyraz

J = —~vgrad ¢.
Upravime
O 1 Yy — a1
J =~ 2t k= = A E T Fa
781" Y 17‘ Y 11’1% r

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Priklady z elektrického proudového pole

Proud urcime ze vztahu

27 27
If/JdS / /Jrrdapdl / / “”b @ardcpdl*'y ol = 7%2%1.
b

a

kde r je Jakobian transformace do cylindrickych soufadnic.

Odpor uréime z Ohmova zakona

U

R=—,

I

potom tedy

b
R— U _ In 2
_U_ ol
'yln§27rl y2m

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Planarni civka na desce plo3ného spoje

Planarni civka na desce plosného spoje
Planarni civky, které jsou realizovany na
desce plosného spoje, jsou asto pouzivany
zejména u vysokofrekvencnich aplikaci.
Civka se sklada z vlastnich zavit(i a dvou
pfivodu. K vypoctu rozloZeni proudu ve
vodivé cesté lze vyuZit model elektrického Vstupnf port
proudového pole. Pro uréeni indukénosti je

nutné vypocet rozsitit o magnetické pole

(neni soucasti tohoto prikladu).

Propojovaci most

Zem

Spodnf vrstva

Horni vrstva

Elektrické proudové pole je popséano

Laplaceovou rovnici ve tvaru Do vstupniho portu je injektovan proud 1 A. Tloustka

vodivé cesty je 0,1 mm. Rezistivitu cesty lze pak urcit

di do =
ivygradp =0 z Ohmova zakona

doplnénou o okrajové podminky. U
R=—
1
EVROPSKA UNE. S
oot st s T
S s the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Planarni civka na desce plo3ného spoje

0.018

0.016

0.014

0.012

0.008

0.006

0.004

0.002

RozloZeni potencialu
X,

v ey
s Y e e the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Planarni civka na desce plo3ného spoje

x107

RozloZeni proudové hustoty

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Electrostatics and stationary current fields-examples: Modeling of multiphysics problems 39/45



Praktické priklady z elektrostatiky

Planarni civka na desce plo3ného spoje

x107
2.5

15

RozloZeni tepelnych ztrat

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)

Electrostatics and stationary current fields-examples: Modeling of multiphysics problems 40/45



Praktické priklady z elektrostatiky

Lamelova pfipojnice

Lamelova pripojnice

Lamelova pfipojnice slouZi k pfipojeni
¢lanku baterie k elektrickému zafizeni. Pro
uréeni tepelného namahani je nutné
vypocet rozsifit o vypocet nestacionarniho Méd —
teplotniho pole (neni soucasti tohoto
prikladu).

Sousedni ¢lanek ~

Mezicldankova piij

L . . . Sousedni ¢lanek
Elektrické proudové pole je popsano

Laplaceovou rovnici ve tvaru Anoda (horni okraj

divygrade =0 Anoda (spodni okr
doplnénou o okrajové podminky. Do v kontaktu s elekt:
vstupniho portu (spodni éast anody ve

styku s elektrolytem) je injektovan proud s

proudovou hustotou 8 kA /m2.

the material was prepared under the auspices of ESF Il (No. CZ.02.2.69/0.0/0.0/18_056/0013239)
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Praktické priklady z elektrostatiky

Lamelova pfipojnice

0.03

RozloZeni potencialu
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Praktické priklady z elektrostatiky

Lamelova pfipojnice

RozloZeni proudové hustoty
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Praktické priklady z elektrostatiky

Lamelova pfipojnice

x10°
4

RozloZeni tepelnych ztrat
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