12. Intervalové odhady
V ptedchozi kapitole jsme odhadovali funkci y(@)parametru ® hodnotou vhodné
statistiky S. Jestlize nahradime skute¢nou hodnotu 7(@) jejim odhadem S dopustime se

chyby S - 7(@) ( tzv. vybérova chyba ). Vzhledem k charakteru definice statistiky S je i tato

vybérova chyba nahodnad veli¢ina. Takovouto ndhodnou chybu je mozno vySetfovat
( zndme — 1i jeji rozdéleni ). Toto Setfeni je vétSinou piili§ komplikované, proto se
zaméfujeme spiSe na metodu intervalového odhadu.

Ulohou intervalového odhadu je najit interval ( fesime tedy jednorozmérny piipad —

parametr je pravé jen jeden ) , vnémz lezi hledana funkce 7/(@) s predem danou

pravdépodobnosti 1- o. O tomto intervalu budeme dale predpokladat, Ze jeho meze
( resp. aspoii jedna mez ) jsou zavislé na nahodnych veli¢inach ( vétSinou na volené statistice

S ). V dalSim zjednodusime situaci tak , ze funkce 7(@) = 0. Intervaly takto zkonstruované

se nazyvaji vétSinou intervaly spolehlivosti s koeficientem spolehlivosti 1- o nebo také
100(1- a)% - nim intervalem spolehlivosti. N¢kdy se dale pouziva nazev konfidenéni
intervaly.

12.1Intervalovy odhad —teoretické zaklady

Budeme tedy v dalS$im hledat interval

A<®<B (12.1)

pro ktery je splnéno pro kazdé ® z parametrického prostoru

P(A<®<B)=1—a (12.2)

Interval (12.1) budeme nazyvat intervalem spolehlivosti. Cislo 1- o (0 < o0 < 1))
budeme nazyvat koeficientem spolehlivosti . Tento koeficient muizeme povazovat
za spolehlivost ( pravdépodobnost ) tvrzeni , ze @e(A,B). ProtoZze ve vétSin¢ uloh

vyzadujeme vysokou pravdépodobnost odhadu, volime ¢islo 1- o velmi blizké jedné. Jak ale
uvidime , ¢im je zadana vyssi pravdépodobnost odhadu , tim je zkonstruovany interval SirSi .
Proto je vZdy nutno volit vhodny kompromis mezi velikosti 1- o a §ifi intervalu.

V praxi volime hodnoty 1- o rovné bud’ 90% , 95% , 99% nebo 99,5%. Nejcastéjsi
volbou je prave 95% - ni interval spolehlivosti.. Je ziejmé , ze interval (12.1) neni hodnotou
1- a jednoznacné urcen ( vyplyva vétSinou z povahy nahodnych veli¢in jak spojitého typu ,
tak 1 diskrétniho typu — z hlediska obecného jde o plochu dané velikosti, kterd ma obsahovat
dany bod , je zfejmé, vzhledem ke spojitosti zmén plochy pii zménach mezi intervalu, ze lze
najit vice intervald, které vyhovuji (12.1) 1 (12.2).

Ptirozena otazka je najit takovy interval, ktery je pro dané 1- a nejkratsi. Ukazuje se ,
7e takovyto interval je ur€en pomoci nasledujicich pravidel

P(®$B)=% (12.3)

P(®2A)=% (12.4)

Takto ur€eny interval (A,B) nazveme dvoustrannym intervalem spolehlivosti. Tento
interval je symetricky se sttedem rovnym bodovému odhadu parametru © .

Existuji ulohy, kdy je pfirozené odhadovat parametr ® pomoci intervalll , které
nejsou omezené bud’ zdola nebo shora . Takovéto intervaly spolehlivosti nazyvame potom



jako jednostranné intervaly spolehlivosti ( nebo nékdy pravostranné nebo levostranné )
intervaly spolehlivosti .

Jejich konstrukci si nyni objasnime . Postupujeme velmi podobné jako v ptedchozim
pfipadé , ovSem vezmeme v Uvahu jednostrannou neomezenost konstruovaného intervalu.
Tedy

P(G<B)=1-a (12.5)

odtud vyvodime interval (-co ,B) , ktery nazveme pravostrannym intervalem
spolehlivosti . Opét tento interval obsahuje bodovy odhad parametru ® , navic je zdola
neomezeny.

P(©24)=1-a (12.6)

odtud opét odvodime interval (A , +oco ) . tento interval nazveme levostrannym
intervalem spolehlivosti . Tento interval obsahuje opét bodovy odhad parametru ® , navic je
shora neomezeny.

Pti skutecném urcovani hodnot A a B jako mezi vySe uvedenych intervalli vétSinou
vychézime z konstrukce ndhodnych veli¢in znamych vlastnosti a pomoci kvantilli téchto
veli¢in odvozujeme pravé dané hodnoty A a B . Detailni zplsoby si uvedeme v dalSich
castech této kapitoly.

12.2 Konstrukce intervalovych odhadu pro pfipad normalniho
rozdéleni

Predpoklddame , ze ndhodny vybér pochazi z populace , kterd je popsdna pomoci
rozdéleni N( i , 0 ) . Protoze toto rozddleni je jednoznaéné uréeno dvéma parametry ,
musime pfi konstrukci intervalt spolehlivosti vzdy rozliSovat dva pfipady pro zndmy c¢i
neznamy druhy parametr.

Nejdiive zacnéme konstrukci intervalti spolehlivosti pro stfedni hodnotu p. Budeme
tedy rozliSovat dva piipady :

L.Parametr o° je zndmy . Podle znalosti z predchozich kapitol vime, Ze nahodna

5 _
veli¢ina X ~N (,u,o-—j , proto je po znormovani X-p
n

n~N (0,1). Mizeme tedy

na konstrukei intervaloveho odhadu pouzit prave tuto funkei . Budeme déle symbolem u,

oznacovat 8 kvantil normovaného normalniho rozdéleni. Potom je interval

(12.7)

100(1- o )% - nim oboustrannym intervalem spolehlivosti . Hodnota X nyni 1 dale
je realizace nahodné veli¢iny X pomoci ndhodného vybéru.

Podobné nyni odvod’'me i jednostranné intervaly spolehlivosti. Pravostranny

—oo<,u<i+ul_a.i (12.8)

N

a levostranny

9 <u<+w (12.9)

X —ulfa.ﬁ



Na zékladé¢ takto stanovenych intervalti spolehlivosti spoc¢teme nékolik piikladi.

Priklad 12.1
Necht’ jsou dana data z populace typu normalni rozd&leni s o =3. Data jsou uvedena
v nasledujici tabulce :

X 2 3 4 5 6 7 8 9

cetnost| 1 3 3 8 9 6 5 2

Stanovime nejprve hodnotu bodového odhadu stfedni hodnoty , ta je rovna
X =5,80649, dale stanovime hodnotu n = 39. V dalsim zjistime hodnoty nejprve
oboustrannych intervaltl spolehlivosti pro rtizné hodnoty « , vysledky uvedeme v tabulce
- | A B
0,95 |531]642
0,96 |5,28]645
0,99 |5,13]6,60
0,995 | 5,07 | 6,66
Podobné do stejné tabulky vlozime hodnoty mezi pro levostranné a pravostranné

intervaly spolehlivosti
levostranny interval pravostranny interval
1-a A 1-a B
0,9 5,50 0,9 6,23
0,95 5,40 0,95 6,33
0,99 5,20 0,99 6,53
0,995 5,13 0,995 6,60

2.Parametr o neni zndmy.

Potom je opét z predchozich kapitol zndmo, Ze ndhodna veli€ina n je typu

X—u
s
studentova rozdéleni s n-1 stupni volnosti - t(n-1). Odtud jiZ miZeme opé&t provést konstrukei

jednotlivych typt intervall spolehlivosti. Tedy

— s —
-t —=<u<x+t

S
17%.\/; 17%.\/;

(12.10)

je oboustranny 100(1- o )% - ni interval spolehlivosti. Dale
s
— (12.11)
Jn
je pravostrannym 100(1-a)% intervalem spolehlivosti a

S

l—a'\/;

Je levostrannym 100(1-2)% intervalem spolehlivosti . Hodnoty 7, jsou pfislusne

—oo</u<i+tl_a_

—t

=|

< i< too (12.12)

kvantily studentova rozdéleni s (n-1) stupni volnosti. Podotknéme, ze pro hodnoty n > 35
vétSinou provadime ndhradu studentova rozdéleni rozdélenim normalnim normovanym. Jisté
muzeme tuto ndhradu provést vzdy pro n > 100.



Piiklad 12.2

Necht mame nyni dany stejné hodnoty jako v pfedchozim piikladu s tim , ze nemame
informaci o velikosti rozptylu o populace. Potom musime piislusné hodnoty danych
intervala spocitat ptimo ze vztahti (12.10) — (12.12). Vysledky se opet budeme snazit zobrazit
pfimo v tabulkach , samostatné¢ pro oboustranny interval spolehlivosti a pro jednostranné
intervaly.

l-a | A B

0,95 15,20]6,53

0,96 |5,18]6,55

0,99 15,02]6,71

0,995 14,951 6,78
levostranny interval pravostranny interval
1-a A 1-a B
0,9 5,29 0,9 6,44
0,95 5,10 0,95 6,63
0,99 5,861 0,99 5,868
0,995 5,02 0,995 6,71

V druhé ¢asti  tohoto oddilu ukdzeme konstrukci intervalu spolehlivosti

pro smérodatnou odchylku o . Budeme opét vychazet z predpokladu , Ze populace je popsana
jako normalni rozd&leni N( 1 , o ). Budeme opét rozliSovat dva ptipady :

1.Stiedni hodnota u je zndma. Potom vyuZijeme vztahu (10.6) tzv. vybérového

rozptylu pti znamé stiedni hodnoté u . Tuto statistiku je mozno pouzit k bodovému odhadu o™
2

2 je typove rozd&leni y’s n stupni
o

. Podle konstrukce obecnych rozdéleni je zfejmé, ze

volnostmi . Pro ovéfeni tuto ndhodnou veli¢inu napiste jako soucet nezavislych ndhodnych

veli¢in typu (N (0,1))2. Tuto znalost nyni vyuzijeme nejdiive pro konstrukci oboustranného

100(1-a)% -niho intervalu spolehlivosti :
n.s;

2
) NS,

<o <
2 2
Y Xa

1-£
2

(12.13)

2

Podobné provedeme konstrukcei intervalu pravostranného

2

n.s

2 0
O0<o° < 3

Ko

(12.14)

a levostranného

2
n.s,

Zl—a

<o'2<+oo

(12.15).



Hodnoty Z; je hodnota kvantilu 8 rozdéleni y* o n stupnich volnosti. Je nutno oviem

upozornit, ze piipady kdy zndme stiedni hodnotu populace a nezname naopak rozptyl
populace se v redlné praxi prakticky vitbec nevyskytuji , proto je nebudeme déle brat v avahu.

2.8tiedni hodnota y neni znama. Populace je vSak popsdna jako rozdé€leni typu
N(u, ). K bodovému odhadu hodnoty o> pouzivame podle piedchozi kapitoly statistiku s ,
kteréd je definovéana v ptedchozi kapitole vztahem (10.7) . Pokud provedeme Upravu ndhodné
(n - 1) 5’

2
(o3

Na zéklad€ znalosti tohoto rozdé€leni je tedy mozno provést konstrukci vSech typil intervalt
spolehlivosti . Nejdiive tedy odvodime oboustranny 100(1-a)% - ni interval spolehlivosti (

opét jako v predchozich vztazich bude ;(2 hodnota kvantilu S rozdéleni y° tentokrat

veli€iny s na ziskdme nahodnou veli¢inu typu x> o n-1 stupnich volnosti .

o n - 1 stupnich volnosti):

(n—1).s° <o’ < (n—1).s°
x . Xa

1-=
2 2

(12.16)

Podobné odvodime také pravostranny interval spolehlivosti jako

2
0<or <D (12.17)
Ko
a levostranny interval spolehlivosti
2
@«;%m (12.18)
Zlfa

Piiklad 12.3

Provedli jsme ndhodny vybér z populace N(u,0%) , hodnota n = 20 , dale jsme zjistili
hodnotu s = 0,1. Sestrojme 95% oboustranny interval spolehlivosti pro rozptyl.

ReSeni:

Protoze nezname stfedni hodnotu p pouzijeme vzorce (12.16). Zjistéme nejdiive dané
hodnoty, které potfebujeme pro stanoveni vztahu (12.16). Tedy:

$?=0,121 ; Zoos =891 5 X595 =32,9 ; n—1=19, po dosazeni do vzorce
0,006 <o < 0,021 neboli 0,07746 <o <0,144914.

V nasem piipad¢ se snazime namétena data diskrétniho charakteru pfevést na model
spojity , velmi Casto za podminky pouziti odmocniny z konecnostniho nésobitele viz véta 11.7

, tedy za podminky , ze %SO, 05 provedeme upravy vyrazi (12.7) az (12.12) tak, Ze je

. N-n _, . N e MLA LA . , o
nasobime N1 Této uprave se nekdy tika také oprava na vybér bez vraceni. Napiiklad

vyraz (12.10) s danou opravou je

Y-t - —N'n<y<)_c+t s |N-n
R Pt

(12.10°).



12.3 Konstrukce intervalovych odhadu pro pfipad binomického
( alternativniho )rozdéleni
Ptedpoklddejme, Ze nahodny vybeér pochazi zpopulace popsané alternativnim
rozdélenim s nezndmym parametrem 7z . Jak jsme jiz odvodili v pfedchozi kapitole je

24X
nejlepsim nezkreslenym odhadem parametru 7 vybérové relativni Getnost p=X ==L — |
n

navic vybérovy uhm m = ZX . =— ma rozdéleni Bi(n;r).
i=1 n
Je zfejmé , Ze pro sestrojeni intervalu spolehlivosti se nejlépe hodi funkce

k
('g).ﬁ’.(l—ﬂ)”"’ (12.13)
i=0

Obecné je tato distribu¢ni funkce binomického rozdéleni dosti komplikovana , nastésti
existuje urCity zajimavy vztah mezi distribucni funkci Fischer — Snedecorova rozdéleni a
distribucni funkci rozdéleni binomického .

Meze oboustranného intervalu spolehlivosti 7a 7z jsou dany vztahy

k ) o
Z(’Z).;?’.(l—;?)”" _Z (12.19)
pary 2

('g).gf.(l—g)"—f _2 (12.20)

par 2
Vztah mezi distribu¢nimi funkcemi je néasledujici

k . . +11—
Z(l;).ﬂ'l.(l—ﬂ)n_l :P(F<u.1—”j (12.21),
i=0 n-k T

kde F je F(2.(n-k);2.(k+1))-rozdéleni , jde tedy o Fischer — Snedecorovo rozd¢leni
s 2.(n-k) a 2.(k+1) stupni volnosti. Vyuzijeme — li nyni vztahu (12.21) ziskame

k ‘ . 1 1-7
Z(’;)ﬁ’.(l—f)"" _4_ P(F <u¥j (12.22)
i=0 2 n- T
Odtud ziskame horni mez
Fl_g.(k+1)
7= 2 (12.23)

n—k+(k+1).Fl%
Symbolem F, oznaCujeme prislusny kvantil rozd€leni F s2.(k+1) ; 2.(n-k) stupni
volnosti . Podobn¢ upravime (12.20) a ziskame

kz_i(’;).g‘.(l—;_z)""zp(F< K I_—EJ (12.24)

i=0 n-k+1 T




Tedy dolni mez odhadu je

k
Fl_%.(n—k+1)+k
Symbolem F, oznacujeme pfislusny kvantil rozdéleni F s 2.(n — k + 1) ; 2.k stupni

volnosti .

7_[:

(12.25)

Piiklad 12.4

Pti kontrole jakosti bylo z velké série vyrobenych televizori vybrano ndhodné n = 400
vyrobkl , z toho bylo 25 vadnych . Sestrojte oboustranny 95% interval spolehlivosti pro podil
vadnych vyrobku v sérii vSech vyrobenych!

Reseni .

Pouzijeme vySe uvedené hodnoty (12.23) a (12.25) , v kterych dosadime k = 25 a
n=400 . Po dosazeni ziskdme hodnoty (0,044; 0,086 ) .

Ve vétsiné piipadi miZeme piisoupit k vySetfovani intervalovych odhada

alternativniho rozd¢leni ( binomického rozdéleni ) jinak. Oznacime — li symbolem p :E ,
n

bodovy odhad hledané pravdépodobnosti r, potom je ( pro dostatecné velka n ( n > 30))

2P N(0,1). 12.26
72.(1—7[) ( ) ( )

n

Neptijemné je , Ze jmenovatel v (12.26) zavisi na odhadované hodnoté. Tuto zdvadu
odstranime , nahradime — li pro tento pifipad 7 jeho bodovym odhadem. Celkové tedy bude
intervalovy odhad roven:

p—u M[M<ﬂ<p+u M’L—P) (12.27)
1—5 n 1_5 n

Podotknéme, ze tento odhad budeme akceptovat , jestlize hodnota
9

p.(1-p)

(12.28)

dale budeme ptedpokladat , ze n > 30. Ve vyrazu (12.27) provadime velmi Casto tzv.
korekci na spojitost ( nahrazujeme diskrétni rozdéleni spojitym ), tim ziskdme novy odhad

(12.29).

Vsechny ptedchozi uvahy jsme provadéli za jednoho podstatného predpokladu, pomér
vybiranych vyrobkl z celé série je maximalné 5% nebo jinak %S 0,05 , kde n je pocet

vybiranych vyrobkil a N je celkovy pocet vyrobkii.



Je — 1i tento predpoklad porusen, musime upravit navic také vztahy (12.27) resp.
(12.29) , tim , ze pouZijeme konecnostni koeficient . Potom budou tedy tyto odhady
nasledujici

/ (1- / - / (1- [N =
p—u . p( p). N n<7z<p+u o p( p). N=n (12.30)
= n N-1 = n N -1
(1= — (1= _
po— a.,/p( r) V21 e pr v r(1-p) |N " (12.31)
2n 1 n N -1 2n 1= n N -1

Pomoci nasich novych vztahi provedeme opét zjisténi hodnot intervalovych odhada
pro piiklad 12.4. Protoze byl vybér ucinén zvelké série , predpoklddame, ze hodnota

% <0,05 . Budeme tedy pouzivat vztahy (12.27) a (12.29). Plati vztah (12.28) nebot’ n= 400.
Tedy nové intervalové odhady jsou (0,039;0,086) , s korekcei na spojitost (0,037;0,087).

Vsimnéme si, ze na rozdil od intervalovych odhadd stfedni hodnoty pro normalni
rozdeleni nelezi bodovy odhad pravdépodobnosti 7 ve sttedu intervalového odhadu!

Piiklad 12.5

Pouzijeme upraveny piiklad 12.4. Zménime data tak, ze vybér n=400 vyrobkl
provadime z celkem N=4000 vyrobk.

Nyni bude odhad pfevodem na normalni rozdéleni roven (0,040 ; 0,085 ) . Odhad
s korekci na spojitost bude Cinit celkem ( 0,039; 0,086 ).

Uvedené priklady je mozno také feSit pomoci specialniho statistického grafu , ktery je
konstruovan pravé pomoci vyse uvedenych principti a je uveden dale

0,9

0,8

0,6 =7

0,5

0.4

03 n=30

0,2
n=10
0,1

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Konstrukce je provedena pro 95% intervaly spolehlivosti pro rizné hodnoty
vybérovych podilt ( jsou uvadény na ose x ) , pfislusny interval ziskame tak , ze zvolime



hodnotu n , déle na ose x ozna¢ime nalezeny vybérovy podil , vzty¢ime kolmici a uvedené
praseciky s danymi grafy vyznaci hledany interval.

Blize jsou uvedené intervaly vypoclitany v nasledujici tabulce ( vSe pocitano pro
interval spolehlivosti 95%).

12.4 Konstrukce intervalovych odhadu pro pripad Exponencialniho
rozdéleni

Pti konstrukci intervalovych odhadii pro tento typ rozdéleni budeme disledné
vychazet z nasledujiciho tvrzeni.

Véta 12.6
Necht ndhodny vybér pochazi z populace popsané pomoci exponencidlniho rozdéleni
s parametry 0 a 6 potom je ndhodna veli¢ina

2nX
o

(12.32)

rozdéleni y°(2.n) ( tedy chi —kvadrat s 2n stupni volnosti ).

Vétu dokazovat nebudeme, odkazujeme napt. na .
Pomoci tohoto tvrzeni je mozno sestrojit oboustranny (1-@)% interval spolehlivosti
parametru ¢ podle nasledujiciho vztahu

2,;;1,x <5< 2.nx (12.33),
Zlig Zﬁ
2 2

kde y?, a y. jsou piislusné kvantily rozdéleni chi kvadrat s 2.n stupni volnosti .
1-= =z
2 2

Je — 1i hodnota prvniho parametru A exponencialniho rozdéleni X riiznd od nuly,
nahradime ji ndhodnou veli¢inou X — A , kterd je opét exponencidlni a navic ma vlastnosti
obsazené ve véte 12.6.

Podobnym zplsobem miizeme provést i konstrukce levostrannych ¢i pravostrannych
intervall spolehlivosti.

Uvedené skute¢nosti budeme ilustrovat na konkrétnim piiklade.

Priklad 12.7

Doba c¢ekani ve fronté mad exponencialni rozdéleni s parametrem A = 5 minut .
Sestrojte 95% interval spolehlivosti pro parametr ¢ , jestlize soucet dob cekdni nahodné
vybranych 10 klient byl roven 100 minut.

ReSeni :
Nejdtive zjistime hodnotu X , protoZe hodnota A =5 je rtizna od nuly budeme muset
. _ 100-10. . .
nejdiive provést posun parametri.. Tedy X = % = % =5 , nyni jiz mizeme dosadit do

intervalového odhadu (12.33).

2.10.5 <§<w<:>2,92<5<10,43.
34,2 9.59




Podobné bychom mohli konstruovat intervaly spolehlivosti pro dalsi typy rozdéleni
napt. Poissonovo rozdéleni , hypergeometrické a dalsi, pro detaily odkazujeme na

12.5 Intervaly spolehlivosti pro rozdil dvou stfednich hodnot
V dalsi c¢asti této kapitoly se budeme zabyvat piipady dvou nezavislych vybérl a
budeme predevSim nalézat intervaly spolehlivosti pro jejich rozdil. Nejdiive za¢neme
nejjednodussimi piipady .

12.5.1 Rozptyl hledanych populaci je znamy a populace jsou
normalni

Predpokladejme , Ze jsou znamé rozptyly danych populaci . Tento ptipad je v praxi
prakticky vylougen , presto ho budeme diskutovat. Zname tedy hodnoty o/ a o . Podle
predchozi kapitoly jsou tedy nahodné veli¢iny

X \/n—~ N(0,1) a Xty \/n_~ N(0,1) . Vtomto okamZiku nas ale zajima

N , N ,1) . jima
o o

odhad rozdilu nezndmych stfednich hodnot, proto uvedené vztahy prepocteme takto:

()_(1 _)?2)'(;“1 _,Uz)

2 2
O (o2
\/1+2
nm

Z takovéhoto vztahu jiz mlZeme provést konstrukci napf. oboustrannych (1-a)%
intervall spolehlivosti jako:

~N(0,1) (12.34).

- — o’ o L -
(X - z)-ul_z- n_i+n_j<(ﬂ1_ﬂz)<(X X,)+u e n—1+n—j (12.35),

kde jako obvykle symbol u,znamena « - ty kvantil rozdé€leni N(0,1). Podobn¢ bychom
mohli odvodit i1 vztahy pro jednostranné odhady rozdilu stiednich hodnot.

12.5.2 Rozptyl hledanych populaci je neznamy a populace jsou
normalni

Nejdiive budeme studovat ptipad , kdy rozptyl z neznamych populaci je sice neznamy ,
ale je stejny a roven o . Potom pouzijeme podobné kroky jako pii konstrukci studentova
rozdéleni . Budeme opét piedpokladat , Ze chceme zkonstruovat (1-@)% oboustranny interval
spolehlivosti . Totiz ndhodna veli¢ina (12.36) je typu studentovo rozdéleni s (n; + ny; —2)
stupni volnosti

(12.36)
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Z tohoto vztahu jiz mizeme snadno odvodit vSechny typy intervalovych odhadi, je ziejmé
, ze budou zaviset mimo jiné na kvantilech studentova rozd¢leni. Prvni odmocnina ve vyrazu
(12.36) se n¢kdy oznacuje jako sp, .

Z uvedeného postupu vyplyva , Ze je nutné ovéfit rovnost obou rozptyli. V ptipadé , kdy
se totiz tyto rozptyly nerovnaji , neplati ani (12.36). Nastésti existuje moznost jak ovértit
rovnost rozptyli u dvou ndhodnych vybéri. K tomuto ovéfeni pouzivame Fischer —
Snedecorovo rozdéleni .

Podle tvrzeni uvedenych v kapitole 2. totiz plati:

Al
o
AZ

n,

F=—~F(n,n,), jsou — li A; a A, nezavislé ndhodné veliiny postupné typu

2°(n) a x*(n,) . Zvolime — li za uvedené nahodné veli¢iny A; a A, , hodnoty vyb&rovych

rozptylil , které jsou typu chi kvadrat ziskame:

F=2r (12.37),

je tedy Fischer — Snedecorovo rozdéleni s ( n; — 1, n, — 1) stupni volnosti . Tyto
vztahy jsou odvozeny za piedpokladu , Ze rozptyly obou populaci jsou shodné .

Jestlize chceme ovéfit rovnost dvou rozptyli , vyuzijeme vztah (12.37), provedeme -
li intervalovy odhad na hladiné¢ vyznamnosti (1-@)% , musi tento interval obsahovat ¢islo 1.
Nebude — li ho obsahovat , nemiizeme rovnost rozptyla potvrdit.

V tomto ptipadé nebo v pripad¢ , Ze z jinych informaci mame potvrzenu nerovnost
obou rozptylil , pak pouZijeme metodu s redukovanymi stupni volnosti . Ndhodna veli¢ina

~t (12.38)

2 2\2
S5
7+7
(”l nzj
r= -2 (12.39),

nm+l  n,+1

v pfipadé, ze danad hodnota r neni celé Cislo , zaokrouhlime ji nahoru k nejbliz§imu
celému Cislu.

Ve vSech ptipadech , které jsme vySetfovali v této Casti po vyuziti vztaht (12.36) a
(12.38) ptejdeme postupné k oboustrannému intervalovému odhadu
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(12.40),

<()?1_)?2)+tl_a‘\/(n 1) ”lz_l _+_
2

n+n,—

pro pripad vztahu (12.36) a rovnosti rozptyld, t je studentovo rozd€leni o
n, +n, — 2 stupnich volnosti.

- — 2 g2 _ R
X -X, L2 < (- <(X,-X L +2 (1241
( )Lgnﬂﬁz(M 1) <(X, - X, )+t o T (24D

pro ptipad vztahu (12.38) , kdy nemame zarucenou rovnost rozptyli populaci, t je
studentovo rozdé¢leni s redukovanym poctem stupiii volnosti podle (12.39).

12.5.3 Populace jsou popsany jako alternativni ( binomickeé )
rozdéleni
Podobné jako v ¢asti 12.3 mizeme odvodit velmi podobné vzorce jako jsou (12.27) a
(12.29) . Bez opravy na spojitost ( nutno podrzet platnost vztahu (12.28) pro oba vybéry ) je
takovy odhad roven

P —p,—ul a.\/pl-(l_pl)_'_pz-(l_pz) <7 -7, <
= n, n,

\/p1~(1—p1)+p2~(1—p2)

n, n,

(12.42)

<p1 _p2 +u1£‘
2

Pro ptipad korekce ( opravy ) na spojitost se pouzivaji nasledujici vztahy

Lo a.\/pl.(l—pl)+pz-(1—pz)

<7, =7, <
nl n2

(12.43)
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12.6 Konstrukce intervalovych odhadu na zakladé velkych vybéru
Pti konstrukci takovychto intervalovych odhadt , kdy neni pfedem znamo rozdéleni
populace , je mozno u velkych nahodnych vybérti vyjit zcentrdlni limitni véty.
Ptedpokladame, Ze rozdéleni populace ma kone¢nou stiedni hodnotu E(X) = u a konecny
rozptyl VAR(X) = o> . Potom miiZeme povaZovat rozdéleni

X—u (12.44)

af



asymptoticky za N(0,1). Odtud tedy , pokud zname hodnotu smérodatné odchylky
pouzijeme tento vztah. Pokud nezname hodnotu o nahradime ji v pfedchozim vztahu
konzistentnim odhadem tohoto parametru napt. hodnotou s. Potom mame tedy piislusné
intervalové odhady rovny

(o2 (2
X-u ,——<pu<x+u ,—— (12.45)
a
You < u<T4u —= (12.46)
T T .

V této a predchozi kapitole jsme se zabyvali pfedev§im oboustrannymi intervalovymi
odhady , tvorba jednostrannych odhadl probiha stejnym zpiisobem jako v casti 12.2.

12.7 Metoda bootstrap

Jde o mnoho néasobné vyuziti simulace ndhodnych vybéri z mnozZiny nahodnych
vybéri. Predpokladejme , Ze jsme provedli nahodny vybér z populace , o niz nemame zadné
informace. Tento vybér je slozen z prvkd Xi, ... ,Xn . Jako prvni krok provedeme pomoci
generatoru nadhodnych c¢isel mnohonasobny vybér z této mnoziny o nékolika desitek tisic
prvkl ( nebo vice) . Tim ziskdme docasnou mnozinu M . Z této mnoziny budeme metodou
Monte Carlo vybirat konstantni pocet prvki ( napt. 10 ) a pocitat jejich primér ( je to bodovy
odhad skutecné sttedni hodnoty ) . Takovéto hodnoty soustfedime v dal$i mnozin€ T . Z této
mnoziny muzZeme potom vytvaret obrazy intervalovych odhadi pomoci popisu rozlozeni
prvkia v T, na zéklad€ relativni ¢etnosti.

Priklad 12.8

Nize uvedend data byla vybréna z populace .
|4| 5| 4,3 52 6‘ 5,5| 48 42 43 75 4,6| 45 5,2 5,3| 52 5,1 6| 5‘

Provedli jsme 26 000 vybért z této 18 — ti ¢lenné mnoziny . Tim jsme ziskali 26 000
representantd . Z nich jsme metodou Monte Carlo vybrali nahodné vzdy 10 prvkia a znich
jsme spocitali hodnotu priméru ( jde o bodovy odhad stiedni hodnoty ) . Tuto metodu jsme
mnohokrat opakovali a ziskame hodnoty , které mizeme zobrazit v histogramu nebo z nich
ziskat intervalovy odhad na dané hladin¢ vyznamnosti.

Zpracovana tabulka idajli, u hodnot a , b jsou uvedeny intervalové odhady provedené
pomoci (12.46) , hladina vyznamnosti je uvedena u bunky alfa. V dalSich sloupcich jsou
zobrazeny postupné nalezené hodnoty , jejich cetnosti , kumulativni Cetnosti a relativni
kumulativni Cetnosti . Barevny prouzek vpravo popisuje intervalovy odhad na dané hlading
vyznamnosti .



alfa= 0,05

42 O 0 0
43 0 0 0
44 6 6 0,000231
45 58 64 0,002462
a=5,5057494,6 248 312 0,012
4,7 837 1149 0,044192
b= 4,683144,81873 3022 0,116231
4,93058 6080 0,233846
53889 9969 0,383423
5,14119 14088 0,541846
5,2373317821 0,685423
5,32946 20767 0,798731
5,4211522882 0,880077
5,61379 24261 0,933115
5,6 84625107 0,965654
5,7 44525552 0,982769
5,8 24025792 0,992
59 12125913 0,996654
6 5425967 0,998731
6,1 2325990 0,999615
6,2 1026000 1

Nize je sestrojen z uvedenych udajii graf , ktery popisuje vySe uvedeny intervalovy
odhad.

Intervalovy odhad metodou Bootstrap

4500
4000 -
3500 -
3000 -
2500 -
2000

1500 / N\
1000 / NG

500 -

4,6 4,8 5 52 54 5,6 5,8




