16. Testovani statistickych hypotéz
Uvod
Pii praci sdaty se mnohdy spokojujeme s intervalovym ¢i bodovym odhadem
parametri populace. V mnohych ptipadech se vSak uchylujeme k jinému postupu, vétSinou
jde o ptipady , kdy feSime problémy souvisejici s typem rozdéleni populace, s nezavislosti
vybéru atd. , nékdy jsme prosté nuceni stanovovat urcité vyroky, které¢ maji statistické pozadi
a studovat jejich pravdivost. Zavadime proto pojem statistické hypotézy .

Definice 16.1

Statistickou hypotézou budeme rozumeét vyrok o ndhodnych veli¢inach. V piipadé, ze
tento vyrok pojednavd o parametrech populace nazyvame takovouto hypotézu
parametrickou, jestlize vySetiujeme jiné okolnosti ( napt. typ rozdéleni populace, nezavislost
vybéru, zptisob vybéru atd.) nazyvame takovou hypotézu neparametrickou.

Hypotézami parametrickymi se budeme zabyvat v ndsledujici 16. kapitole a
neparametrickymi v kapitole 17. a kapitole 18.

Obecné je moznou délit statistické hypotézy jest¢ mnoho dalSimi zplisoby napft. podle
poctu Setienych populaci, podle toho zda jsou jednoduché nebo slozené. Témito okolnostmi
se budeme zabyvat viceméné okrajove.

Vyrok, jehoz platnost ovéfujeme, nazyvadme vétSinou nulovou nebo jinak testovanou
hypotézou. Podle ustalené¢ho oznaceni takovy vyrok popisujeme symbolem Hy . Hypotéza Hy
v tomto piipad¢ vyjadiuje dosavadni piedstavy o téch skutecnostech, které vySetiujeme
( odrazi stav poznani, které mame v soucasné dobé o téchto skutecnostech ). Nazor
pochybnosti o platnosti nulové hypotézy vyjadiuje v naSem modelu alternativni nebo jinak
vyzkumna hypotéza. Takovouto hypotézu vétSinou stavime tak, aby jeji pravdivost
znamenala vétSinou pokrok ¢i n¢jakou zménu v dosavadnich Setfenich. Alternativni hypotézu
vétsinou znacime Hy resp. Hy .

Testem statistické hypotézy rozumime proces rozhodovani, pii kterém na zakladé
nahodnych vybéri provedeme rozhodnuti ve prospéch pravé jedné z predlozenych hypotéz.
Znamena to, ze formulace hypotéz je provadéna tak, aby v daném okamziku platila pravé
jedna. Z formdlniho hlediska ptedstavuji tedy hypotézy Hy a H; uplnou mnozinu
neslucitelnych jeva.

Abychom tedy provedli sprdvny vyhodnocovaci proces o spravnosti piedloZzenych
hypotéz ( vyroki ), je nutné mit k dispozici nastroj, pomoci né¢hoz rozhodujeme o spravnosti
predloZenych vyrok.

Tento nastroj se nazyva testovaci statistika nebo testové Kritérium. Mnozina
hodnot, kterych testova statistika nabyva se rozpadd na dvé disjunktni mnoziny , které

nazyvame obor prijeti ( testované hypotézy Hy ) U a kriticky obor ( obor zamitnuti
hypotézy Hy ) . W.

Kriticky obor W obsahuje takové hodnoty, ze pravdépodobnost jejich vyskytu je velmi
mala. Jestlize presto hodnota testové statistiky je prvkem mnoziny W , zamitdme testovanou
hypotézu Hy ve prospéch alternativni hypotézy H; . Padne — li vS§ak hodnota testové statistiky
do mnoziny U fikdme, ze uvedeny test neprokazal nepravdivost testované hypotézy Hy .

Pti takovémto postupu samoziejm¢é mohou nastat chyby v naSich rozhodnutich.
Zasadou je takové chyby studovat a pomoci jejich vyskytu potom ocenovat vhodnost ¢i



nevhodnost pouzité hypotézy. Jestlize chybné zamitneme hypotézu Hy vytvoiime chybu I.
druhu , pravdépodobnosti jejiho vyskytu je oznacovana jako a ( n€kdy jako 1 - @ ) , tomuto
¢islu se pak tika hladina vyznamnosti. V praktickych tlohach se vyskytuji pfevazné hodnoty
a = 0,95 ( resp. 0,05 )- tikame , Ze tato hladina je vyznamna ; pro hladinu ¢ = 0,99
prohlasujeme, Ze hladina je velmi vyznamna a kone¢né pro hodnotu @ = 0,99 je hladina
vysoce vyznamna.

Kromé chyby prvniho druhu se mizeme dopustit pii préaci s hypotézami i chyby, kdy
nezamitneme hypotézu Hy , i kdyz tato hypotéza neplati. Takovéto chybé¢ se fika chyba II.
druhu , pravdépodobnost vyskytu takové chyby oznacujeme S . Dopln€k hodnoty § do jedné
je 1 - B je tedy pravdépodobnost, Ze hodnota testovaci statistiky spravné spadne do kritického

oboru W. Plati tedy nésledujici ( symbolem T oznacujeme testovaci statistiku )

P(TeW|H,)=a (16.1)
P(TeV|H)=p (16.2)
P(TeW|H)=1-5 (16.3)

Pro posouzeni kvality testovaciho postupu je dilezitd silofunkce ,. Vyjadiuje priabéh
pravdépodobnosti hodnoty 1 - S pfi riznych hodnotach @ .Nepodaii — li se ndm prokézat, ze
hodnota testové statistiky je v kritickém oboru, musime se spokojit s tvrzenim , Ze dana data
nejsou v rozporu s tvrzenim hypotézy Hy .

PopiSme si tedy dale vlastni postup pri praci s testovanim statistickych hypotéz:

L. Na zéklad¢ znalosti matematického problému stanovujeme hypotézu Hy, . Tuto
hypotézu budeme povazovat za pravdivou do okamziku, kdy vybrana data neprokazou
opak.

II. Stanoveni alternativni hypotézy H; . Jde o tvrzeni, které je v rozporu s hypotézou Hy .

Alternativni hypotéza je povazovana za pravdivou po vyvraceni hypotézy Hy .

III.  Volba testovaci statistiky T . Jde o ndhodnou veli¢inu na zakladé niz rozhodneme o
pravdivosti jednotlivych hypotéz.

IV.  Stanoveni hladiny vyznamnosti testu , stanovime pravdépodobnost chyby
I. druhu

V. Stanoveni kritického oboru W testovaci statistiky T .Konkrétni stanoveni kritického

oboru zavisi na hladin€ vyznamnosti «

VI.  Ovéfeni predpokladi testu . Neékteré testy vyzaduji splnéni urcitych podminek, které
musime pro nase konkrétni data ovérit

VII.  Vlastni provedeni ndhodného vybéru z populace by mélo byt provedeno korektné .
Podminky takového vybéru by méli byt podrobné ovefeny. Data poté musime presné
interpretovat pii vypoctu v testovaci statistice.

VIII. Po tomto procesu je zapotiebi rozhodnout o dvou moznych vyrocich :

a. Hypotéza Hy se zamitd a alternativni hypotéza se pfijima. Takovyto vyrok

ptipoustime tehdy , kdyz hodnota testovaci statistiky lezi v kritickém oboru 1.

V tomto piipad¢ je zapotiebi konstatovat, Ze je prokdzana pravdivost alternativni
hypotézy H; nebo , Ze rozdil mezi predpoklddanou a vypocitanou hodnotou se
ukézal na dané hladin¢ vyznamnosti jako statisticky vyznamny.




a. Hypotézu Hy nezamitame v piipad¢ , je —li hodnota testovaci statistiky v oboru
pfijeti U . VétSinou konstatujeme, ze na dané hladiné vyznamnosti nebyla
testovana hypotéza Hy zamitnuta..

V dalsi Casti vyuZijeme a upravime pfiklad 2.3, ktery je uvedeny ve skriptech
Praktikum k vyuce matematické statistiky II: Testovani hypotéz, VSE Praha, 2000.

Piiklad 16.1

Predpokladejme, ze vysledky experimentli souhlasily sndhodnou veli¢inou X
s normalnim rozdélenim se sttedni hodnotou i a rozptylem 64 . Dosud uznavana hodnota u je
25. Pti vyhodnocovani hodnot experimentd doSlo k uréitym zménadm a nyni se zda, ze
hodnota u vzrostla a je vétsi nez 25. Ukolem je na zakladé n nezavislych experimentil
rozhodnout, zda plati hypotéza Hy : u = 25 nebo alternativni hypotéza H; : u > 25.

K tomu , abychom mohli nékterou zuvedenych hypotéz zamitnout, je tfeba nalézt
vhodnou statistiku. Jiz z ptfedchozich prednasek vime, ze nejlepsSim bodovym odhadem u je

n

>x

aritmeticky primér X =-L— | jako testovou statistiku pouZijeme tedy realizaci tohoto
n

priméru. Provedeme nyni feSeni naSeho problému tfemi rtiznymi zplsoby.

Varianta 1.
Provedli jsme nahodny vybér o rozsahu 40 prvkl. Stanovime hypotézu Hy : u =25 a
alternativni hypotézu Hy : g > 25. Kritickym oborem bude stanovena mnoZina

W:{(xl,---,xn);zn:x[ >40.25 :IOOO}.
i=1

Zjistime hodnotu silofunkce K(8) = 1 - B(u). Silofunkce udava pro rizné hodnoty u
pravdépodobnost, Ze vybérovy prumér bude vétsi nez 25. Pfi ndhodném vybéru z populace
popsané¢ N(u,64) vime, ze vyberovy primér je typu normdlni rozdéleni N(u, 24 = 8)

Miuzeme tedy hodnotu K(u) pfimo spocitat :

X,u25,u 25,u
T TE
5

V dale uvedené tabulce jsou zaznamenany hodnoty K(u) :

K(u)=P(X>25)=

Kix) K

0,008853 22
0,056923 23
0,214598 24




K(u) JZ
0,5 25
0,785402 26
0,943077 27
0,991147 28

Vsimnéme si, Ze pro u = 25 je hypotéza Hy pravdiva, ale pravdépodobnost jejiho
zamitnuti je 50%. To je prili$ vysoka pravdépodobnost zamitnuti pravdivé hypotézy !

Varianta 2.
Alternativni hypotézu H; : u > 25 pfijmeme za podminky, je — 1i vybérovy pramér
vetsi nez 27. V tomto ptipadé bude hodnota silofunkce K(u)rovna

27— u
8

5

K(u)=P(X>27)=1-® (16.4)

Po dosazeni stejnych hodnot jako v minulé varianté ziskavame nasledujici tabulku:

K(x) %
3,86E-05 22
0,000783 23
0,008853 24
0,056923 25
0,214598 26
0,5 27
0,785402 28

Pro hodnotu p = 25 je nyni pravdépodobnost zamitnuti ( pravdivé ) hypotézy Hy mala
na urovni 5,7% , ale pro hodnotu 26 ( nepravdivé ) je pravdépodobnost zamitnuti jen 21,5% a
to je trochu piilis.

Varianta 3.
V této Casti budeme postupovat obracené a ur¢ime piimo hodnoty silofunkce K(u)
v n¢kterych diilezitych bodech a z téchto skute¢nosti budeme chtit urcit kriticky obor W a

rozsah vybéru. Necht tedy W = {(xl,--~,xn ) le. > n.c} , kde hodnoty n a ¢ jsou v dané chvili
i=1
neznam¢é a budeme je dale pocitat. Za téchto podminek ma silofunkce hodnotu

K(u)=P(X>c)=1-0 0_6:‘ (16.5)

n

Chtéjme nyni , aby pro hodnotu u = 25 byla sila testu rovna 0,05 a zaroven aby pro
hodnotu u = 26 byla sila testu 0,9. Ziskdme tedy po dosazeni nasledujici soustavu:



1~ $=2 | 0,05 . 1—o| <2252 0.90

|64 |64
n n

Nyni vyuzijeme kvantily N(0,1) a soustava se pievede na

2164 €20 o8
o4 o4
n n

Resenim této soustavy jsou hodnoty n = 545,7 a hodnota ¢ = 25,56. Shrneme — li nyni
ziskané vysledky mél by mit nd§ vybér rozsah aspon 546 prvka a kriticky obor by mél byt
omezen Cislem 25,56.

Piiklad 16.2

Piedavaci cena mezi vyrobcem a prodavajicim byla odvozena mimo jiné z toho, Ze
podil reklamovanych vyrobkil v zaruéni dobé byl 15%. Tato situace se jednou za as ovéfuje.
Néhodnym vybérem urcitého poctu vyrobk :

a) Chtéji oba overit, Ze predpokladany podil je stale aktualni

b) Vyrobce chee ukézat, ze podil je nadhodnoceny a cenu chee zvysit

c) Prodejce chce prokazat, ze podil je podhodnoceny a cenu chce snizit.

Formulujte v téchto piipadech hypotézy .

Reseni:
Je ztejmé , Ze ve vSech ptipadech je hypotéza Hy stejnd a rovna :
Hy: 7=0,15

Hodnota 7 je parametr alternativniho rozdéleni. Hypotéza Hy je jednoducha( neni
sloZzend ). Provedeme nyni konstrukei alternativnich hypotéz pro jednotlivé piipady.

a) H; :m#0,15. Jde o dvoustrannou hypotézu ( sloZzenou ).

b) H; :7<0,15. Jde o jednostrannou hypotézu levostrannou ( sloZenou ).

c¢) H; :7>0,15. Jde o jednostrannou hypotézu pravostrannou ( sloZzenou ).

Piiklad 16.3

Pokracujme v nasem ptikladé. Vyrobce piedpokladd, ze podil zbozi v reklamaci je
15%. Prodejce tvrdi, ze v ptedchéazejicim roce byl tento podil 21% a chce proto cenu snizit.
Nakonec se dohodnou , Ze vyberou 10 vyrobku, jestlize budou ve vybéru nejvyse 2
reklamované vyrobky nebudou cenu ménit. V opacném piipade se cena snizi. Jakych chyb a
s jakou pravdépodobnosti se mohou oba dopustit?

Reseni:
Provedeme konstrukci hypotéz .
Hy:n= 0,15
H; : 7=0,21
Je zfejmé, Ze testova statistika je rovna binomickému rozdéleni Bi(10;m). Jestlize ma
pravdu vyrobce je rovna hodnota 7 = 0,15 , naopak ma — 1i pravdu prodejce je hodnota 7 =
0,21. Podle zadani je jasné, ze kriticky obor je mnozina W ={3, 4, ...,10} a obor pfijeti
testované hypotézy je roven v={0,1,2}.



16. Za predpokladu , Zze ma pravdu vyrobce ( plati Hp ) a
v nahodném vybéru budou 0,1,2 vyrobky vede test
k spravnému prijeti testované hypotézy H.

17. Za predpokladu, ze pravdu ma vyrobce, ale ve vybéru
budou vice nez 2 reklamované vyrobky , pak test vede
k chybé |. druhu

18. Za predpokladu, ze pravdu ma prodejce a v nahodném
vybéru budou vice nez dva reklamované vyrobky , vede
test ke spravnému zamitnuti testované hypotézy a
k prijeti hypotézy alternativni.

19. Za predpokladu, ze pravdu ma prodejce a v nahodném
vybéru budou nejvyse dva vyrobky reklamovany , pak
test vede k chybé Il. druhu.

Vidime, Ze body I. a IIl. vedou ke spravnym zavérim. Spocitdme nyni déle s jakymi
pravdépodobnostmi se dopoustime chyb I. a II. druhu.

Pravdépodobnost chyby I. druhu oznacujeme @ a nazyvame ji hladina vyznamnosti.

o= Z[ j015'1 0,15)"" =0,1798

Pravdépodobnost chyby druhého druhu oznacujeme 8

B = Z( ]o 21(1-0,21)"" =0,6474.

Piiklad 16.4
Provedli jsme vybér srozsahem n = 400 prvkii z populace normalné rozdé€lené.

Vybérovy primér X =50 a vybérova smérodatna odchylka s = 116. Mame rozhodnout, zda
muzeme piedpokladat, ze sttedni hodnota populace je rovna 47,5.

Reseni:
Zformulujeme nejprve testovanou hypotézu.

Hy: u=475
Formulujeme alternativni hypotézu

H1 :[l #: 47,5



X - u
S

n
studentovo rozdéleni o n-1 stupnich volnosti. ProtoZze je hodnota n> 100 aproximujeme
studentovo rozdéleni rozdélenim normalnim.

Stanovime hladinu vyznamnosti na 5% , musime jesté najit pfislusny kvantil N(0,1).
Jde 0 97,5% kvantil, ktery ma hodnotu 1,96. Tedy kritickym oborem jsou vSechny hodnoty
vétsi nebo rovny hodnoté 1,96.

Stac¢i nyni dosadit do testovaci statistiky za zndmé hodnoty a za hodnotu u = 47,5.

50-47,5 2,5 50

——="=—=278.
1818 1g

400 20

Testovaci statistikou bude 7 = , ktera je za ptedpokladu normality populace

Tato hodnota lezi v oboru zamitnuti testované hypotézy a v oboru pfijeti hypotézy
alternativni. Kdybychom nyni zjiStovali pfi jaké hodnoté by za téchto piedpokladi byla
poprvé piijata testovana hypotéza, museli bychom zjistit pfislusny kvantil normovaného
normalniho rozdéleni. Jde 0 99,46% .

Museli bychom tedy volit 100% - 99,46% = 0,54% jako hladinu vyznamnosti.
Takovato hodnota byva nazyvana v programech pro zpracovani statistickych testti jako p —
value.



