18. Neparametrické hypotézy

V této casti se budeme zabyvat specialni Casti teorie statistickych hypotéz tzv.
neparametrickymi hypotézami nebo jinak feCeno neparametrickymi statistickymi testy.
Neparametrické se nazyvaji proto , ze pii konstrukci téchto testd nejsou vyuzity znalosti
parametrl rozdéleni ndhodnych veli¢in , ale jiné zplisoby prace s daty.

18.1Znaménkovy test
Jde o jeden z nejjednodussich testii. Necht' X,,---, X, je vybér ze spojitého rozdéleni
s medianem X Testujeme hypotézu Hy : X=x, , kde x, je dané cCislo. Test ma jak

oboustrannou alternativu , tak i jednostrannou.
Hy : x#x, . Jde tedy o oboustrannou alternativu. Nejdfive vytvofime rozdily

X, —x,,-, X

n

—x, . Pokud je néktery z t&chto rozdilti nulovy vynechame ho . Tim ziskdme

mnozinu ¢isel. Z této mnoziny nas bude zajimat jen pocet rozdili s kladnym znaménkem,
tento pocet oznacme B . Pokud by platila hypotéza Hy , pak by ndhodna veli¢ina B byla typu
Bi( n ; 0,5) ( pfedpokladame , hodnoty jsou vesmés riizné od x, ). Hypotézu Hy zamitneme ,

jestlize bude hodnota B velmi mald nebo naopak bude témét rovna n. Kritické hodnoty tohoto
testu jsou tabelovany v tabulkach , ale miZete si je zjistit sami pomoci distribu¢ni funkce
binomického rozdéleni Bi(n;0,5).

Plati tedy

P(Bskl)S%, P(B2k)< (18.1)

R

Pro hodnoty n malé ( n < 20 ) se v tabulkach naleznou cisla k; a k, . Hypotézu
zamitneme , jestlize B <k nebo B2k,.

V ptipadé velkych hodnot ( n>19 )se provadi normalizace nahodné veliciny B
Néhodna veli¢ina

_2B-n

Jn

se podle centrdlni limitni véty asymptoticky blizi k N(0,1). Hypotézu H, tedy

U

(18.2)

zamitneme v tomto piipadé¢ , kdyz |U | 2u (%} .

Priklad 18.1

Necht’ jsou naméfeny hodnoty 15.6 ; 14,8; 18,2; 14,7; 16,3; 20,7; 19,4; 18,2; 17,4;
16,4; 14,9; 15,1; 16,5 . Pomoci znaménkového testu rozhodnéte , zda 18 mize byt medianem
dat.

Refeni:

Od hodnot x; odec¢teme ocekavanou hodnotu medianu a dostaneme:

15,614,818,214,716,320,719,418,217,416,414,915,116,5
-24-3202 -33-1727 14 0,2 -0,6 -1,6 -3,1 -2,9 -1,5

Pocet cisel kladnych je roven 4 . Pro hodnotu n = 13 jsou kritické hodnoty na hladiné
vyznamnosti 0,05 rovny 2 a 9 . Protoze ¢islo 4 lezi mezi témito hodnotami , nemizeme
vyloucit moznost , Ze je medidnem nasich dat.



Priklad 18.2
Pfi méteni hmotnosti vylovku ryb ( v tunach ) byly zjistény nasledujici hodnoty:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2,641,537 1,020,1621,2633,215 0,31,0141,7741,8230,8992,7436,397
14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
2,0210,6230,107 0,262,704 2,781,0041,3446,9541,4790,123 7,19 3,62

Mame ovéfit hypotézu , ze median vylovku ryb je roven 2 t.

Reseni:
Opét zjistime hodnotu poctu kladnych rozdilti mezi x; a hodnotou 2 . Téchto ¢isel je 10 .
Hodnota B = 10 . Ovéfeni provedeme pomoci vztahu (18.2) , tento vztah je aproximativné

2.10-26

V26

— 1i tuto hodnotu s kritickou hodnotou ug97s = 1,96 , zjiStujeme , Ze hodnota U nelezi
v kritickém oboru. Nemtizeme tedy vyvratit moznost , ze Cislo 2 je medidnem vylovku ryb.
Pokud bychom provadéli vypocet klasickou metodou , méli bychom pro n = 26 k dispozici
kritické hodnoty 7 a 18 , a ani pomoci této metody nemizeme vyvratit moznost , ze 2 je
medianem hmotnosti vylovku.

rozdeleni N(0,1) . Vypoctéme hodnotu U ,

U| = = |—1,1767| =1,1767 , porovname

18.2Jednovybérovy Wilcoxontyv test
Tento test je opct zaloZzen na pofadovych statistikdch. Predpokladame , Ze dana
jednorozmérné data byla vybrana z populace popsané spojitou nahodnou veli¢inou . Nulova
hypotéza je postavena tak , ze zjiStujeme , zda distribucni funkce F(x) je symetrickd kolem
pocatku ( resp. kolem obecného bodu a ) tedy zda plati :

v
xe(_oo,oo)F(x)zl—F(—x),

oproti ni stoji alternativni hypotéza , ktera je negaci tohoto vyroku. Z pozadavkl na rozdéleni
vyplyva , Ze medidnem rozdéleni je 0 ( resp. bod a ) , pokud existuje stfedni hodnota
rozde¢leni je také rovna 0 (resp. a ).

Necht’ Xi,..., X, je ndhodny vybér z vyse uvedeného rozdéleni. Polozime Y; = X; - 0
(resp. X - a). Nahodné veli¢iny usporadame vzestupné podle jejich absolutni hodnoty , tedy
|Y|(1) S|Y|(2) S-S |Y|(n)'

Symbolem R oznadime pofadi veli¢iny |Yl| . Zaved'me dale oznaceni

RP=>R", R=)R. (18.3)

Y20 Y,<0



n(n+1)

Podle zavedeni téchto hodnot jisté plati R* + R~ = . Hypotézu Hy na hladiné «

zamitame , jestlize ¢islo min(R*,R* ) <w,(a) ,kde w, (a) je tabelovana kritickd hodnota .

Tuto hodnotu ziskate v tabulce kritickych hodnot jednovybérového Wilcoxonova testu.

Véta 18.3

Plati — i hypotéza Hy , potom

E(R+):n.(n+l)’ VAR(R+):n.(n+1).(2.n+l) (18.4).
4 24

Diikaz:

Viz [1].

Da se dokazat, ze ndhodna veli¢ina R™ ma asymptoticky rozdéleni normalni. Miizeme
tedy test hypotézy Hy zalozit na ndhodné veli¢iné

POLCAL)
_ 4
v= n(n+1).2n+1) (18.5)
24

, , . o a <y , ;
Hypotézu Hy potom zamitneme , jestlize |U | >u (Ej , na hladiné , ktera se s rostoucim
n ptiblizuje hodnoté « .

Priklad 18.4
V priibéhu deseti za sebou jdoucich dntl si pacient métil 10x tep. Mizeme na zakladé
téchto mefeni prohlasit , Zze medidn namérenych hodnot je roven 75 teptim ?
[mér. &.1|mer. &.2Jmet. &.3mer. &.4mér. &.5lmer. &.6lmet. &.7lmer. &.8lmér. &.9lmer. .10
76 teptl| 76 teptl] 74 tepli| 77 tepill 79 tepltl| 81 tepti] 83 tepli| 67 teptil 65 tepll] 90 tepu

Reseni:
Pokud by median hodnoty tept byl 75 , pak dostaneme hodnoty Y; takovéto
Yi Y2 Y3 Y4 Ys Y Y7 Ys Yo Yio
1 1 -1 2 4 6 8 -8 -10 15
V této tabulce mame dokonce hodnoty |Yl| sefazené podle velikosti . Vypocteme dale

hodnoty R" =35, R =20.Hodnota R = 20 , tuto hodnotu porovname s kritickou hodnotou
v tabulkach , w,, (0,05) =8, protoze hodnota R je vétsi nez 8 , nemizeme na dané hladiné

hypotézu Hy zamitnout.
Pokud bychom feSili tuto ulohu pomoci normélni aproximace , ziskali bychom
35-27,5

\/96,25

nemuzeme hypotézu Hy zamitnout.

hodnotu U = =0,764471 , tato hodnota je mensi nez 1,96 , tedy i touto metodou

V ptipadé jednovybérového Wilcoxonova testu je dulezitym predpokladem i symetrie
hustoty f kolem medianu . K zamitnuti hypotézy Hy mize tedy dojit také tehdy , kdyz je sice
median roven nule ( resp. a ), ale hustota je vyrazné nesymetricka.

Muzeme tedy tento test pouzit i na jednoduché testovani , zda vybrand data mohou
pochazet z rozdéleni normalniho!



18.3Dvouvybérovy Wilcoxoniyv test

Necht' je X,,---,X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribu¢ni funkcei F; ,
necht’ dale je Y,,---,Y nahodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribu¢ni funkei F, , ktery je
na vybéru X,,---,X, nezavisly. Hypotézu Hy sestavujeme tak ,ze F; = F, , alternativni
hypotéza je oboustranna tedy F; # F; .

Pti konstrukci testu nejdiive vytvofime z vySe uvedenych vybéri sdruzZeny vybér
X, X,,Y,,Y . Hodnoty vtomto vyb&ru uspofdddme vzestupné podle velikosti.
Ozna¢ime S; soucet vSech pofadi hodnot X ,---,X ~a S, potadi hodnot Y,---,Y ve

sdruzeném vybéru. Ziejmé podobné jako v jednovybérovém Wilcoxonove testu plati
(n+m).(n+m+1)

S +S5,= . V ptipadé nahodnych veli¢in S; a S; jde o tzv. linearni

poradové statistiky. Jejich parametry jsou uvedeny v nasledujici véte.

Véta 18.5
Plati — 1i hypotéza Hy , potom
E(Sl):m.(m+n+l)’ VAR(S]):m.n.(m+n+1),
2 12 (18.6)
n.(m+n+l) m.n.(m+n+1)
E(Sz):—, VAR(Sz)z—
2 12
Dikaz:

Uveden v [1].

Vzhledem k vazb& mezi ndhodnymi veli¢inami S; a S, , sta¢i vySetfovat jen jednu
z nich , zpravidla je to S; . Stale castéji se misto této veliCiny vysetiuje
m.(m+1
U, = m.n+(—)—S1 ,

Test zaloZeny na ndhodné veli¢in¢ U; se nazyva Mann — Whitneytv test. Zavedeme
— 11 jeste oznaceni

U, :m.n+M—S2,

2

plati Uy + U, = m .n . Nahodna veli¢ina U; udava pocet pfipadd , kdy X; <Y; ,
nahodnd veli¢ina U, udava pocet piipadll , kdy X; > Y; . Opét podobn€ jako v piipadé
jednovybérového testu stanovime S=min( U; , U, ). Pokud hodnota S je mensi nebo rovna
kritické hodnoté uvedené v tabulce kritickych hodnot dvouvybérového Wilcoxonova testu ,
zamita se na dané hladin¢ a hypotéza Hy . Oznaceni vybért ptfitom volime tak , aby m > n .
Na zakladé vysledki véty 18.5 ziejmé plati

. M. 1

E(Ul):%, VAR(UJ:% (18.7)

jprotoze Uy =mmn - U, . Je E(U,)=E(U,), VAR(U,)=VAR(U,). Da se dokézat ,
ze veli¢iny S , U; asymptoticky normalni rozdéleni , tedy

yUi- E(U))

18.8
VAR(U,) (159



Pokud |U | 2u (%} , zamitneme hypotézu Hy na hlading bliZici se hodnoté @ . Tentotest

se da pouzit v piipadé¢ ,Zem>10an>10.
Dvouvybérovy Wilcoxontv test je velmi citlivy zejména na ptipad posunuti , tedy na
ptipad , kdy F(x) = Fa(x - A) , kde A#0.

Priklad 18.6

Dvéma zptsoby jsme provadéli analyzu procentniho obsahu zlata ve vzorcich rudy.
Vysledky analyz jsou uvedeny v nasledujici tabulce:
hodnoty X 3,3 3,4 3,4 3,2 3,5 3,3 3,2
hodnoty Y 3,2 3,5 3,4 3,4 3,4 3,3 3,5 3,5 3,4 3,5

ReSeni:
Setadime uvedené hodnoty do jedné tabulky, zjistime potadi hodnot X:

32 32 32 33 33 33 34 34 34 34 34 34 35 35 35 35 35

Odlisnym podkladem jsou oznaceny hodnoty X. Zjistime a spo¢teme hodnoty U; = 58
a U, =12 . Hodnoty S; =40 a S, = 30 . V tabulkdch dvouvybérového Wilcoxonova testu
zjistime pro hodnoty m = 10 a n = 7 ( prvni hodnota je podle imluvy vzdy vétsi nebo rovna
druhé hodnoté ) kritickou hodnotu 14. Tedy zamitdme na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu
Hp o stejném zpisobu méteni.

Pouzijeme — li pfechod na rozdéleni N(0,1) ziskdme

= >8-35 =2,24457, protoze je tato hodnota vétsi nez 1,96 zamitame i timto
\/105
zpusobem hypotézu Hy .

Priklad 18.7
Ovéime , zda existuje vyznamny rozdil v hektarovych vynosech brambor pfi pouziti
dvou metod hnojeni. V nasledujici tabulce jsou uvedeny hektarové vynosy :

hodnoty X 58 55 57 59 54 52 50 53
hodnoty Y 67 60 71 68 56 53 62
ReSenti:

Nejdiive sefadime hodnoty X a Y dohromady a setfidime je podle velikosti:
50 52 53 53 54 55 56 56 57 58 B9 60 62 67 68 71

Opét jsme odlisSnym zptisobem oznacili hodnoty X . Podobné jako v predchozim
piikladu zjistime hodnoty S; =54 a S, =9, stejné tak zjistime , Ze hodnoty U; =54aU, =9,
protoze kritickd hodnota pro ptipad m =9 an =7 je rovna 12 , zamitneme hypotézu Hy na
hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Pokud bychom pocitali aproximaci pomoci rozdéleni N(0,1) ziskdme hodnotu:

U 54-315

N

hypotézu Hj o stejnych vynosech pomoci obou metod hnojeni.

=2,31455. Tato hodnota je vétsi nez 1,96 . Zamitdme tedy i touto metodou

56



18.4Jednovybérovy Kolmogor —Smirnovuyv test
Necht’ X,---,. X, je ndhodny vybér. M&me dale urcité spojité rozdéleni s distribu¢ni
funkci F. Stanovme hypotézu Hy : Distribu¢ni funkce rozdéleni, z n€hoz pochazi ndhodny
vybérje F .
Nejdiive vytvofime empirickou distribuéni funkci F,. vytvofenou z hodnot vybéru
X,,---, X, . Polozime

D, =sup|F, (x)— F(x)| (18.9)

ziejmé velké hodnoty D, budou podporovat hypotézu H; . Pro malé hodnoty n nachazime
kritické hodnoty v tabulkéch , pro velké hodnoty n se provadi aproximace

D = Lln(zj (18.10)

2.n a

Hypotézu Hy zamitdme , kdyZz D, > Dy(@).

Tento test mizeme pouzivat bez jakychkoli uprav na testovani , zda dana data pochazi
z rozdéleni , které zname vcetné vSech moznych parametrii , které toto rozdé€leni definuji.
Tedy bez uprav se nehodi pfimo na testovani , zda dané data pochazi z normalniho rozdéleni.
V ptipad€ , Ze by dané parametry byly odhadnuty z vybéru , zméni se velmi vyrazné hodnoty
kritickych hodnot D, . Pro takovéto ptipady jsou kritické hodnoty odhadnuty pomoci
simula¢nich metod viz Lillieforst , Iman .

Priklad 18.8
V nasledujici tabulce je uvedeno 20nahodnych cisel vygenerovanych generatorem
nahodnych ¢&isle v programu Excel . Protoze tato cisla maji pochdzet zrozdéleni
rovnomérného na intervalu (0,1) , budeme testovat hypotézu Hy : Dané udaje jsou popsany
omoci rozdéleni Ro(0,1).

1 2 3 4 5 6 7 gl 9|

10

0,040391] 0,061493| 0,077673| 0,086749| 0,123528| 0,136589| 0,168583| 0,327113| 0,376007| 0,376199

11 12 13 14 15 16 17 18] 19|

20

0,446321| 0,528015| 0,655216] 0,786571| 0,789621| 0,842974| 0,861987 0,890659| 0,972825| 0,974874

Reseni:

Nejdiive sestrojime empirickou distribuéni funkei . Protoze vygenerované hodnoty
jsou jedine¢né ( jsou od sebe rizné ) bude konstrukce empirické distribu¢ni funkce takovato :

Pro hodnoty x < 0,040391 bude F,y(x)=0 , v kazdé hodnoté x; bude mit empiricka

o . 1 D
distribu¢ni funkce skok stejny a rovny %:0, 05 ( jestlize by se néktera zhodnot x;

vyskytovala napt. p — krat , pak by m¢la funkce F, skok L\ bods xi ) . Déle je zobrazena
n

empirickd distribucni funkce F,¢ a distribu¢ni funkce rovnomérného rozdéleni na intervalu
(0,1):



0,9 -

0,8 - _

0,7 1

0,6 -

emp. D.f.

0,5 | e
Ro(0,1)

04 —

0,3 A —

0,2 —

011

Vypoltem zjistime , Ze v naSem piipad¢ je hodnota D,y = 0,18147 . V tabulkach
zjistime , ze pro hladinu vyznamnosti je kritickd hodnota pro n = 20 rovna 0,29408 . Protoze
D, je mensi nez kriticka hodnota , nelze zamitnout hypotézu o vybéru z rozdéleni Ro(0,1).

18.5 Dvouvybérovy Kolmogor — Smirnovuyv test
Necht’ je X,,---,.X, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni s distribu¢ni funkcei Fy ,
necht’ dale je Y,,---,Y, ndhodny vybér ze spojitého rozd¢€leni s distribu¢ni funkcei F; , ktery je
na vybéru X ,---,X, nezavisly. Hypotézu Hy sestavujeme tak ,ze F; = F, , alternativni

hypotéza je oboustranna tedy F; # F, .

Oznadime — 1i Fy,, a F,, empirické distribuéni funkce jednotlivych vybéri , vyplyva
z obecnych vét , Ze srostoucimi hodnotami m , n se tyto funkce blizi ke skuteCnym
distribu¢nim funkcim F; a F, . Ozna¢me dale

D,, = sup‘Flm (x)-F,, (x)‘ :

Cely test je zaloZen na nasledujici vété:

Véta 18.9
m.n .
Oznaéme M = . Necht dale je
m+n
K(/i)=I—Z.i(—l)kﬂ.exp(—Z.kz./'tz) (18.11)
k=1

Potom pro kazdé A plati



lim P(VM .D,, <)=K(2).

m,n—0

Diikaz : Proveden napt. v Hajek a Sidak (1967).

Funkci K(1) casto aproximujeme pomoci jejich pocatecnich ¢lenti 1-2.¢7%* . Tato

: o 1 2 o e 1, :
hodnota je rovna 1 - a, jestlize A= E.ln (—) , aproximativni kritickd hodnota pro D, , je
o ,

tedy rovna ﬁ.ln (zj = D; , (a). Jsou — li ¢isla m , n mala porovnava se hodnota Dy, p
) a ’

s tabelovanymi hodnotami kritickych hodnot na dané hladiné¢ vyznamnosti.
Jestlize jsou hodnoty m , n vétSsi ( m + n > 35 ) , vypocitame nejdiive hodnotu
Ay =M D, , pomoci ni vypogitime K (4, ).Jestlize je tato hodnota vétsi nebo rovna 1 - @,

zamitneme hypotézu Hy na hladiné , kterd se s rostoucim rozsahem blizi k ¢islu « . Pfi
velkych hodnotach aproximujeme kritickou hodnotu cislem D;,n(a). Hypotézu Hy pak
zamitame , jestlize je D, , > D, («).

Piiklad 18.9

Budeme vysetfovat hodnoty uvedené v ptikladé 18.6. Mame tedy k dispozici data:

hodnoty X 3,3 3.4 3.4 3,2 3,5 3.3 3,2
hodnoty Y 3.2 3,5 3.4 3.4 3.4 3,3 3,5 3,5 3.4 3,5

ResSeni:
Podobné jako v ptedchozi ¢asti si zobrazime empirické distribu¢ni funkce:

Empirické distribuéni funkce

0,9

0,8 1

0,7

0,6 1

0,5 1

0,4

0,3

0,2

0,1 1

3.1 3,15 3.2 3,25 3.3 3,35 3,4 3,45 3,5 3,55 3,6



Ziejm¢ je hodnota Djo7; = 0,371429 , kriticka hodnota nalezend v tabulkidch
dvouvybérového Kolmogorova — Smirnova testu pro hladinu vyznamnosti 0,05 je rovna
46

=0 =0,657142857 . Tedy na zéklad¢ zjisténych tdajii nemizeme zamitnout hypotézu Hy , ze
oba vybéry pochazeji ze zakladnich souborti se stejnymi distribu¢nimi funkcemi. Pokud
bychom pouzili aproximovanych hodnot je v naSem piipadé D:JO(O, 05)=O,669279734 ,

tedy ani v tomto pfipad¢ hypotézu Hy nemizeme zamitnout.

18.6 Kruskaluv — Wallisuyv test

Jde o test , ktery je zobecnénim dvouvybérového Wilcoxonova testu . Je pouzivan na
data , které se velmi li§i od dat typu normalniho.

Necht' X,,---, X, je nahodny vybér ze spojit¢ho rozd€leni s distribucni funkei F; ,
i=1,...,N .Necht jsou vSechny na sobé& navzajem nezavislé. Hypotézu Hy postavime takto.

Ho: Fi(x) = ... = Fn(x) pro vSechna x

Alternativni hypotéza H; je stanovena v pfipad¢ neplatnosti hypotézy Hy . Podobné
Jako v predchozich pfipadech vytvofime sdruZeny ndhodny vybér z hodnot Y; o rozsahu
n=n+---+n, ( predpoklddame , ze n>5,i=1,---N ). Hodnoty Yj se uspofadaji do
neklesajici posloupnosti a ur¢i se pofadi Rjj vramci kazdé veli€iny Y; ze sdruzeného
nahodného vybéru.

V ramci kazdé skupiny zjistim hodnotu R, = ZRy , zfeymée je soucet vSech hodnot R,
j=1

roven M

Testovou statistikou je

12 &R
= D —=3.(n+1 18.12
Q n.(n+1) ; n, ( ) ( )
Ukazuje se , e pii platnosti hypotézy Ho je rozd&leni Q asymptoticky y* rozdéleni ,
jestlize hodnoty vSech n; rostou nade vSechny meze. Vypoctem se zjisti , ze E (Q) =N-1,

tedy ptjde o rozdéleni y* sN-1 stupni volnosti. Hypotézu Hy zamitame, jestlize
02 yi.(a).
Kruskal — Wallisiv test je velmi citlivy na pifipadnd posunuti v argumentech

jednotlivych distribu¢nich funkci. Jestlize dojde k zamitnuti Hy , snazime se dale rozhodnout
, které dvojice se ve sdruzeném vybéru od sebe vyznamné lisi.

. R . . “
Pro tento pfipad oznac¢ime symbolem » =— , kde i=l,...,N . Jestlize oznacime
symbolem kwn.i(@) kritickou hodnotu Kruskal — Wallisova testu ( v pfipadé malych hodnot N
ji najdeme piimo v tabulkach tohoto testu, pro vétsi rozsahy ji aproximujeme vyse uvedenym
rozdélenim y* n.1() ) , potom prohlasime , Ze se distribuéni funkce i — tého a j — tého vybéru
od sebe vyznamné 1i8i , jestlize plati

I —r/‘>\/é.(%—%].n.(n +1).hw,_ (@) (18.13)

Tento postup opakujeme pro vSechny mozné dvojice.



Priklad 18.10
U pfijimacich zkousek se sleduji pocty bodi z testli z matematiky , chceme posoudit ,

zda se vysledky vyznamné odliSuji. Nahodné vybereme z jednotlivych sledovanych typt skol

8 studentti . Hladina vyznamnosti je stanovena na 0,05. Dale nésleduji data :

gymnasium|gymnasium & 2
stud. Statni Soukromé SES prim. Skola
1 78 84 32 93
2 95 42 72 74
3 47 54 65 58
4 78 76 41 85
5 85 68 67 60
6 96 61 52 72
7 75 7 53 67
8 83 66 70 59

Reseni:
Jednotlivé hodnoty piepiSeme do jediné tabulky a ptfidame sloupec , v némz uvedeme

ofadi jednotlivého prvku ve sdruzeném vybéru , v posledni fddce ¢teme hodnoty R; .

stud. gyr;‘%et‘f]'l,“m pofadi gsy(;mf;']‘q‘;“ poradi SES | poradi Fs’rk‘gg poradi

1 78 24,5 84 27 32 1 93 30
2 95 31 42 3 72 19,5 74 21
3 47 4 54 7 65 12 58 8
4 78 24,5 76 23 41 2 85 28,5
5 85 28,5 68 16 67 14,5 60 10
6 96 32 61 11 52 5 72 19,5
7 75 22 71 18 53 6 67 14,5
8 83 26 66 13 70 17 59 9

192,5 118 77 140,5

0=

8 8
Kriticka hodnota y* s 3 stupni volnosti je 7,81 . ProtoZe je hodnota testové statistiky

8 8

Dosazenim zndmych hodnot zjistime velikost testovaci statistiky
12 {192,52 118 77 140,5
+ + +

j— 3.33=9,877130682

v&ts§i nez kritickd hodnota y* , zamitame hypotézu Hy o shodé vysledki testii studentil
z raznych typt skol.

Protoze budeme chtit posoudit na zdkladé dat , které dvojice se vzijemné lisi,

pouzijeme vztahu (18.13) . Vzhledem k tomu , ze v§echny skupiny maji stejny pocet Cleni ,
bude také pravd strana ve vyrazu (18.13) konstantni a rovna 13,10801 . Zjistime tedy
absolutni hodnoty rozdilt stojicich ve vyrazu (18.13) na levé strané¢ . Uvedeme tyto rozdily
v piehledné tabulce:

gymnasiu[n SES pram.
soukromé Skola
gymnasium
statni 9,3125 6,9
gymnasium
soukromé 5,125 2,8125
SES
7,9375




Z vypoctenych hodnot je jasné , Ze vyznamny rozdil mezi vysledky studenti
jednotlivych typi Skol je v pfipadé statnich gymnazii a SES.

18.7 Friedmanuyv test

Necht' jako v minulém ptipad€ jsou Yj; nezavislé ndhodné veliCiny spojité¢ho typu
s distribu¢nimi funkcemi Fj;. Friedmanovym testem testujeme hypotézu Hy , Ze Fj; nezéavisi
naj, naizaviset muze. V podstaté jde o rozsifeni Wilcoxonova testu pro dva zavislé vybéry ,
na vice na N zavislych vybéra.

Test se pouziva k ovéfeni shody trovné sledovaného znaku v souborech vytvofenych
na zakladé N zavislych vybéri se stejnym rozsahem jednotek. Typickou ulohou je ptipad ,
kdy jednu skupinu jednotek sledujeme v uréitych ¢asovych obdobich . Ulohou je potom
posoudit, zda sledovany znak zavisi na danych podminkéch.

Pro kazdou hodnotu Yj; (i=1,...,I a j=1,...,J) zjistime pofadi R;; v dané skupin¢ i. Tvar
testovaci statistiky je potom roven

12 (&, Y

0 IV ;(ZRJ 3.1.(J+1) (18.14)

D4 se opédt dokézat, e pii platnosti hypotézy Hy ma nahodna veli¢ina Qtvar y* s J — 1
stupni volnosti. Hypotézu Hy zamitame , jestlize hodnota Q ptekroci kritickou hodnotu na

hladin€ vyznamnosti « . Stejné jako v predchozich testech pro vétsi hodnoty za tuto hodnotu
budeme brat y* 1.1(a) .

Zamitneme — 1li Hy zajima nas vétSinou , které dvojice se od sebe vyznamné
1i81.0znacme

1
R, :;Rl_j (18.15)

Podobné¢ jako u Kruskal — Wallisova testu budeme zjiSt'ovat zda |Ru - Rt| Jje vétsi nebo

rovno tabelované kritické hodnoté. Asymptoticky 1ze kritické hodnoty ur¢it pomoci vztahu

q,.(@)., /é.].J.(JH) (18.16)

Kriticke hodnoty ¢, , («) se opé&t hledaji ve specialnich tabulkach .

Piiklad 18.11

Maéme k dispozici udaje z prizkumu cen u tii prodejen , u nichz byly sledovany ceny 7
druhii zbozi. Chceme posoudit , zda ve sledované dobé byla vyznamné odlisnd uroven cen
v téchto prodejnach.

a 4,5 5 8,2
b 12,5 11,7 14,1
c 5,7 55 5,6
d 1,4 1,5 1,8
e 27,8 32,6 28,1
f 72,4 89,4 72,5
g 8,4 6,7 7,8

Reseni:

Z dat je zfejmé , ze je [ =7 a J = 3 . Nejdfive upravime predchozi tabulku tak , aby se
v jednotlivych tadcich vyskytovali jen potadi jednotlivych hodnot. Pro jednotlivé prodejny
tyto hodnoty se¢teme , umocnime a dosadime do vzorce (18.14).



1. 2. 3.
zbozilProdejna |Prodejna |Prodejna
a 1 2 3
b 2 1 3
c 3 1 2
d 1 2 3
e 1 3 2
f 1 3 2
g 3 1 2
Rj 12 13 17
R} 144 169 289

Tedy Q= £(144 +169 + 289) —3.74=86-84=2. Ztabulek Friedmanova testu
7.3.4

vyplyva , Ze kritickd hodnota pro @ = 0,05 ; I=7 aJ =3 je rovna 7,143 . Hodnota Q neni vétsi
nez kritickd hodnota , proto nemiize na hladin¢ vyznamnosti 0,05 zamitnout pfedpoklad o
shod¢ cen jednotlivych prodejnach.

Piiklad 18.12

Celkem 10 studentt feSilo stejn¢ obtizné ulohy s piemistovanim predmétt ( kazdy
celkem 100 vjedné uloze) za rtznych teplotnich podminek . Pomoci Friedmanova testu
rozhodnéte , zda se vykony v téchto podminkach liSily. Dale jsou uvedeny data jednotlivych
studentti:

student t=0°C t=30°C t=50°C
1 70 65 48

2 96 92 72

3 82 9 80

4 78 86 82

5 91 90 79

6 98 95 87

7 92 90 88

8 96 94 78

9 78 90 85

10 86 92 90

Resent:
Podobné jako v piedchozim ptipad¢ zjistime , ze I = 10 a J = 3. Dale zjistime potadi :

student t=0°C t=30°C t=50°C
1 3 2 1

2 3 2 1

3 2 3 1

4 1 3 2

5 3 2 1

6 3 2 1

7 3 2 1

8 3 2 1

9 1 3 2

10 1 3 2

Rj 23 24 13
Rj? 529 576 169




Z  téchto  hodnot jiz = mizeme spoCitat ~ testovou  statistiku
0= %.(529 +576+ 169) -3.10.4=7,4 . Kritickd hodnota pro dané¢ hodnoty I a J je

rovna 6,2 . Tedy zamitdme nulovou hypotézu , vysledky studentil se na hladin¢ vyznamnosti
0,05 vyznamné 1isi. Zjistime dale hodnoty rozdilli ¢aste¢nych souctii potadi:

R1-R2= -1
R2-R3= 11
R1-R3= 10

Z tabulky Friedmanova testu pro mnohonasobnd porovnavani je kritickd hodnota
rovna 10,5. Tuto hranici ptekracuje R2 a R3 tedy na hladin€ vyznamnosti 0,05 prokazan
vyznamny rozdil mezi vysledky pii teploté 30°C a 50°C.



