19. Testy dobré shody

V mnoha ptipadech jsme nuceni z danych udaji zjistovat naptiklad typ rozdéleni ,
nezavislost daji , homogenitu dat . Takovéto moznosti nam nabizi metoda, kterd se jmenuje
testy dobré shody. Ve své podstaté jde o rozSifeni testi binomického rozdéleni na tzv.
multinomické rozdéleni . Ukazuje se dale , ze jisty specidlni pomér vytvareny v pribc¢hu
tohoto testu je asymptoticky roven rozdéleni y*. Nejdfive uvedeme definici multinomického
rozdéleni .

Definice 19.1

Necht'  A4,,---, 4, jsou neslucitelné jevy , znichz v pribéhu ndhodného pokusu musi

nastat pravé jeden . Necht' P(4,) = p,>0, pro vSechna i . Pfedpokladejme , Ze ndhodny pokus
opakujeme celkem n — krat , oznaéme dale X; pocet vyskytl jevu A; v téchto n opakovanych
nahodnych pokusech , potom

P(X,=x, X, =x,)= n

xlex, !

pro nezéporna cela ¢isla x; , ... , X , jejichz soucet je roven n . V ostatnich piipadech
je pravdépodobnost v (19.1) rovna nule.

Néhodna veli¢ina dana vyse uvedenym rozdélenim se nazyva multinomicka.

Poznamka 19.2

Z ptedchozi definice vyplyva , ze pokud se budeme zabyvat jen pfipadem jednoho
ndhodného jevu A; a jedné ndhodné veli€iny X ( ostatni nahodné jevy shrneme do ndhodného
jevu rovnajiciho se jejich sjednoceni ) , dostaneme klasicky ptipad binomického rozdéleni

Bi(n,pi) .

Pro dals$i vySetfovani je tato poznamka velmi dilezita , pomoci ni miizeme totiz sjistit
charakteristiky jednotlivych nahodnych veli¢in X; . Podrobnosti jsou uvedeny v nasledujicim
tvrzeni.

Véta 19.3

V multinomickém rozd¢leni plati

E(X,)=np,, VAR(X,)=np.(1-p,) proi=1--k (19.2)
a

cov(Xl.,Xj.):—n.pl..pj pro i#j (19.3)
Diikaz:

Uveden naptiklad v [1] .
Vsimnéme si , Ze ndhodné hodnoty X; nejsou podle (19.3) nezavislé ( proc? ).

Véta 19.4
Necht plati pfedchozi oznaceni , potom nasledujici nahodna veli¢ina

2 a (Xi_n'pi)2
x Z‘ ” (19.4)
je asymptoticky y; , rozdéleni.
Diikaz:
Uveden opét v [1] .



Dtlezitd vlastnost ndhodné veli¢iny uvedené ve vztahu (19.4) je to , Ze limitné rovna
rozdéleni ;(,il . Veli¢indm X; tikame velmi casto empirické Cetnosti a hodnotdm n.p;
teoretické Cetnosti . Vzorec (19.4) je moZno upravit jesté na jiny , pro vypocty uZitecny tvar

k 2
7 =l.z—f—n (19.5)
n - p;
V tomto vzorci nezjistime ptispévky jednotlivych ¢lenti do celkového souctu!.

Pomoci vySe uvedenych vzorci miizeme testovat hypotézu Hy , Ze skutecné hodnoty
pravdépodobnosti multinomického rozde€leni jsou rovny pravé ¢islam py, ... ,px , hypotéza H;

je negaci nulové hypotézy. Jestlize je soudet y° vétsi nebo roven ;(,f_l (a) , zamitame na
hladiné vyznamnosti hypotézu Hy . Zplsob fesSeni si ukdZeme na n€kolika ptikladech.

Pfi feSeni je nutno mit na zfeteli to , Ze tento test je asymptoticky , musi tedy byt n
dostatecné veliké. Obecné je uvadéno , Ze n.p,>5 ,prokazdéi=1, ... k.

Piiklad 19.5
V programu Excel jsme pomoci generatoru nihodnych cisel vygenerovali 100
nahodnych ¢isel . Ovéite, zda jsou Ccislice vtéchto <cCislech pouzity se stejnou
pravdépodobnosti. Déle je uvedena tabulka ¢etnosti jednotlivych Cislic:
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
75| 87 90| 102 97| 86| 113 89 95 99

ReSeni:

Nejprve si zjistime celkovy pocet Cislic , ten je roven 933. Tedy teoreticka ¢etnost pro
jednotlivou ¢islici je rovna 933 /10 =93,3 .

Zjistime nyni jednotlivé hodnoty s¢itanct v (19.4) ,

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
75 87 90 102 97 86 113 89 95 99
3,589389068| 0,4254| 0,1167| 0,8113| 0,15 0,5712] 4,16| 0,1982 0,03098| 0,3482

Odtud je vidét , ze nejvice prispiva do souctu cifra 0 , nejméné cifra 8 . Zjistime nyni
hodnotu »°= 10,3976 . Kriticka hodnota pro 10 — 1 = 9 stupiili volnosti je rovna 16,91896 .

Odtud vyplyvéa , Ze nemlizeme zamitnout hypotézu o stejném zastoupeni cifer v nahodnych
Cislech.
Dale jsou zobrazeny teoretické a empirické ¢etnosti pro tento piipad:
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Piiklad 19.6

Ovéite pomoci metody y* testu na hlading vyznamnosti 0,05 , zda udaje o vysce ve
vybéru 34 studentl je mozno pokladat za vybér z normalniho rozd&leni N( i , o* ) , kde
u=178cmao=6cm.

rozsah tridy

ti.1 t; poc':et
167,5 172,5 1
172,5 177,5 6
177,5 182,5 11
182,5 187,5 9
187,5 192,5 4
192,5 197,5 3

ReSeni:
Nulova hypotéza Hy je stanovena tak , Ze vyska studentil je typu N(178;36) . Nejdiive
ztotoznime hodnoty v jednotlivych tfidach se stfedy intervali tfid ( tfidy jsou uzaviené !) .
Pravdépodobnost , ze vyska ndhodného studenta bude v j — tém intervalu vypocteme pomoci

t. —
vztahu @[ /

o)

t. ., —
j—(l)[ = 'uj , kde @ je distribu¢ni funkce N(0;1) a z,0° jsou parametry
o

-
o)

vySetfovaného rozdéleni. V prvnim intervalu polozime <I>( 'u]:O a v poslednim

intervalu bude CI)[ ! 'Uj =1. Tim ziskdme hodnoty teoretickych pravdépodobnosti , ty pak

o

nasobime celkovym poctem studentii a ziskdme teoretické cCetnosti. Vysledek je uveden
v nasledujici tabulce:

rozsah tfidy |po€et | normalizace hoi:g:(acgiﬁt(g?ll;éni pravtg:'::ﬂiz'fnos ¢ t%fﬁ:;':a uprava trid

167,5 172,5 1{-0,916666667 0|0,179659 0,179658642|6,10839383| 6,10839383
172,5 177,5 6/ -0,083333333| 0,1 79659|0,466793 0,28713454/9,76257435| 9,76257435)
177,5 182,5 11 0,75 0,466793|0,773373 0,306579539|10,4237043( 10,4237043
182,5 187,5 9| 1,583333333] 0,773373(0,943327 0,169954522 7,70532751
187,5 192,5 4] 2,416666667) 0,943327(0,992168 0,048841084

192,5 197,5 3 3,25 0,992168 1 0,007831673

u= 178 cm pocet= 34 studentu
o?= 36 cm2

Z tabulky je zfeymé , Ze musime sloucit posledni tfi tfidy , protoze teoretickd Cetnost
téchto tfid je mensi nez 5 prvkd! Nyni jiz mame k dispozici hodnoty , které ndm umozni
spo¢itat hodnotu y? - kvadrat :

rozsah tridy ot uprava trid chi - kvadrat
ti-1 t

167,5 172,5 1] 6,108393825( 4,272102982
172,5 177,5 6] 9,76257435 1,450126292
177,5 182,5 11 10,42370431| 0,031861679
182,5 187,5 9| 7,705327511| 8,929093748
187,5 192,5 4
192,5 197,5 3

soucet 34 34 14,6831847



Pocitame samoziejmé na hladiné vyznamnosti @ = 0,05 , pocet stupiili volnosti je tedy
roven n =4 — 1 =3 . Kritickd hodnota je dana )(20,95;3 =17,8147 . Je ziejmé , Ze hodnota testové
statistiky vySla v kritickém oboru, proto zamitame nulovou hypotézu. Pokud bychom chtéli
zjistit p — value tohoto testu ziskdme cislo 0,002109 , které také velmi siln€¢ podporuje
mySslenku zamitnuti nulové hypotézy.

Piiklad 19.7
Piedpokladejme , Ze mame klasickou hraci kostku , s niz provedeme celkem 300 hoda

s Cetnostmi vysledkli uvedenymi v nasledujici tabulce:
i 1 2 3 4 5 6

pi 40 55 51 49 46 59

Zjistéte , zda dana kostka je homogenni?

ReSeni:

Stanovime nejprve nulovou hypotézu Hj : kostka je homogenni a k ni alternativni H;:
kostka neni homogenni . Za ptfedpokladu platnosti Hy jsou o¢ekavané Cetnosti jednotlivych
hodt stejné a rovné 50. Zjistime dale hodnotu chi — kvadrat:

i fi ocekavané (naméfené &etnosti - oéekavané éetnosti)?
Cetnosti ocekavané Eetnosti

1 40 50 2

2 55 50 0,5
3 S1 50 0,02
4 49 50 0,02
S 46 50 0,32
6 59 50 1,62

v’=4,48

Vypocitanou hodnotu nyni porovname s kritickou hodnotou rozdéleni chi — kvadrat na
hladin¢ vyznamnosti @ = 0,05 s n=6-1 = 5 stupni volnosti. Tato hodnota je rovna 11,07.
Protoze vysledek testovaci statistiky je v oboru piijeti , nemizeme hypotézu Hy na dané
hladiné¢ zamitnout. Dokonce krajni mez po kterou bychom pfijali hypotézu Hy je v tomto
piipadé rovna 0,44 ( p — value ).

Z vyse uvedenych vypocti vyplyva , Ze pokud méme k dispozici vypocetni prostiedek
, ktery vypocitava p — value , je mozno pomoci nich celkem jednoduse ovéfit prijeti ¢i
zamitnuti nulové hypotézy.

Velmi Casty je ptipad , kdy pravdépodobnosti p,,---, p, zavisi na ur€itém mnoZstvi
neznamych parametri a,,---,a,( jde samozfejm& o parametry nezndmé ndhodné veli¢iny

urcitého typu ) . Potom je zapotiebi tyto parametry z dat odhadnout. Nékdy se za jednoduché
aproximace téchto neznamych parametrii berou jejich bodové odhady , presnym urcenim
postupu , jak ziskat skutecné hodnoty se zabyva autor v [1]. Pro nase ucely bude tento postup
vyhovovat.

V ptipad¢ , Ze nebudeme zdkladni parametry dané populace znat odhadneme je tedy
pro nase ucely pomoci bodovych odhadu téchto parametra ( s optimalnimi vlastnostmi ) , tyto
bodové odhady potom pouzijeme k tomu , abychom ziskali teoretické Cetnosti jednotlivych
ttid , které v prabéhu vypoctu pouzivame.



Piiklad 19.8
VySetiovali jsme pocet chlapcli v rodindch s 5 détmi . Vysledky jsou uvedené
v nasledujici tabulce:

Pocet chlapcti v rodinach s 5 Cetnost
détmi rodin

3
10
22
31
14
4
Celkem rodin 84

G b WN (= |O

Méme rozhodnout , zda tato data podporuji mySlenku o tom , ze pocet chlapct je
rozdélen v rodinach pomoci binomického rozdéleni.

Reseni:
ProtoZe nemame stanoven parametr m binomického rozdéleni , provedeme

nejdiive jeho odhad : X = % =2,65,np=265=>p= 2,65

=0,53 . Tim jsme urcili druhy

nutny parametr binomického rozdéleni , nyni mizeme zjistit hodnoty ocekavané:

ocekavané po korekci skute¢né po ,\/2 -

i pi Cetnosti trid Cetnosti korekci | kvadrat
0| 0,022935 1,926498059 3

1/ 0,129312 10,86216991| 12,78867 10 13| 0,003492

2| 0,291639 24,49765979| 24,49766 22 22| 0,254649

3| 0,328869 27,62502061| 27,62502 31 31| 0,412325

4| 0,185426 15,57580949 19,08865 14 18| 0,062087
5 0,04182 3,512842141 4

84 84 84 84 0,732553

Hladinu vyznamnosti madme opét stanovenou na 5% , nyni ur¢ime pocet stupiili
volnosti n=6 — 1 — 2 = 3 ( pocet stupnii volnosti se snizil o pocet parametrti , které¢ odhaduji a
o tfidy, které jsme sloucily ) . Budeme tedy hledat kritické hodnoty chi — kvadrat se 3 stupni
volnosti . Tato hodnota je rovna 7,8147 . Protoze je nase hodnota hluboko pod kritickou
hodnotou , hypotézu Hy nemiizeme zamitnout.

Priklad 19.9

V nésledujici tabulce je uveden rozdéleni poctu bodovych vad zjisténych pii zkoumani
20 videopaskl. Rozhodnéte , zda je mozno povazovat pocet vad na videopasku za ndhodnou
veli¢inu typu Poissonovo rozdéleni.

pocet
vad 0 1 2 3 4 5 6 7

pocet
pasku 2 3 2 4 2 2 4 1




Resent:

Nejdiive musime zdanych dat odhadnou parametr lambda — stfedni hodnotu

68

Poissonova rozdéleni . Tato stfedni hodnota je tedy rovna 1= X = 20 =3,4. Z této hodnoty

jiz mtizeme pocitat teoretické Cetnosti .

. pocet teoretické teoretickeé . .| praktické po chi -

T pasku pravdépodobnosti cetnosti £ el slouceni kvadrat
0 2 0,03337327
1 3 0,113469118
2 2 7| 0,006197
3 4 0,218617167 4,372343342
4 2 0,185824592 3,71649184| 8,088835182 6| 0,539414
5 2 0,126360723 2,527214452| 5,116367054 7| 0,693475
6 4 0,071604409 1,432088189
7 1 0,057853221 1,157064413

lamda= 3.4 celkem 1,239086

Jak je vidét , vzhledem k teoretickym Cetnostem je nutno sloucit tiidy do celkem 3
novych tfid . Pocet stupiiti volnosti je tedy roven n =3 — 1 — 1 = 1 ( navic odec¢itame 1
za odhadnuty parametr rozdéleni ). Budeme tedy hledat kritickou hodnotu pro jeden stupen
volnosti a @ = 0,05 . Tato kritickd hodnota je rovna 3,8415 , p — value = 0,265496 . Tato
hodnota je velmi vysoka , podporuje tedy nezamitnuti hypotézy Hy o tom , ze dand data
pochazi z Poissonova rozd¢leni.

Priklad 19.10
Ovéite na hladiné vyznamnosti @ = 5% , zda mizeme povazovat nasledujici data za
normalné¢ rozdélena:

ReSeni:

namérena
tiida |Cetnost
pod 9 0
9-11 1
12-14 3
15-17 10
18 - 20 18
21-23 27
24 - 26 17
27 - 29 5
nad 29 0

Protoze jde o data tfidni , musime nejdiive nahradit oteviené tiidy dolnimi ¢i hornimi
odhady. Tedy dolni odhad bude roven 7,5 a horni odhad bude roven 30.

naméfena [stfedy normalizované|pravdépodobnosti pravdépodobnost
trida Cetnost  |tfid  |stfedy stfedl tfid tid
pod 9 0 7,5 -3,544560185 0,000196675 0,000196675
9-11 1 10| -2,893518519 0,001904826 0,00170815
12 -14 3 13| -2,112268519 0,017331651 0,015426825
15-17 10 16/-1,331018519 0,091591521 0,074259871
18 -20 18 19| -0,549768519 0,291239045 0,199647524
21-23 27 22| 0,231481481 0,591529572 0,300290527




24 - 26 17 25| 1,012731481 0,844405771 0,252876199

27 - 29 5 28| 1,793981481 0,96359199 0,119186219

nad 29 0 30| 2,314814815 0,989688491 0,026096501

Dale :
nameéfena [teoretické [teoretické Cetnostiskutecné Cetnosti
trida Cetnost  |Cetnosti upravené upravené chi
pod 9 0] 0,01593071
9-11 1/ 0,13836017
12 -14 3| 1,24957281
15-17 10| 6,01504954 7,418913226 14| 5,837877031
18 - 20 18| 16,1714494 16,17144945 18| 0,206759273
21 -23 27| 24,3235327 24,32353266 27| 0,294508101
24 - 26 17| 20,4829721 20,48297212 17| 0,592252664
27 - 29 5| 9,65408375 11,76790035 5  3,892323503
nad 29 0 2,1138166
hodnota test. statistiky 10,82372057

odhad stf. hodnoty 21,1111111
odhad smér. odchylky 3,84 kvantil chi 95% 5,99

4 stupné volnosti

Z vypoctu vedenych vyse je zfejmé , ze na hladiné vyznamnosti 5% hypotézu o tom ,
7e data pochazi z normalniho rozdéleni musime zamitnout, protoze ale vysledek neni pftili§
prikazny , pouzili bychom jesté jiny test napt. Kolmogor — Smirnoviv test.



