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12 Cviceni 12 - Véta o zméné toku hybnosti

12.1 Galileova transformace

Galileova transformace je limitnim pfipadem skladani malych rychlosti v Euk-
leidovském prostoru. Malé je mysleno viéi rychlosti svétla ¢ = 299 792458 m/s
(pfesné), coz jsou prakticky vSechny inZenyrsky zajimavé rychlosti. Mame-li
rychlost @ v n&jaké zdkladni (,necarkované®) vztazné soustavé a potFebujeme
tuto rychlost vyjadrit v néjaké ,,carkované“ soustavé pohybujici se vici prvni
rychlosti ¢/, tak rychlosti ode¢teme:

—/

U =u—-7 (1)
Pohodlné je, ze tato transformace méni pouze rychlost. Nemeéni délky, intervaly
ani hmotnosti.

Lorentzova transformace pro velké rychlosti
Pro tplnost dopliime, Ze bliz$i popis skutecnosti je skladani rychlosti skrze Lorent-

zovu transformaci, kterd pro malé rychlosti dava stejné vysledky jako transformace
Galileova, avsak pro rychlosti u > 10~ 2¢ je t¥eba pouZit Lorentziv faktor

1

2
v
1-=

’y:

V ,carkované®“ vztaZné soustavé se potom vzdalenosti a ¢asové intervaly transformuji
jako

1
Az’ = ZAzx
v
(pro smér rovnob&zny s vektorem vzajemné rychlosti vztaZnych soustav)
1
At = —At
v
Rychlosti se transformuji jako
u, _ uy—=v
=1= ujv/c?
W o= L wL
e wjv/c?

kde u|| a uL jsou slozky rychlosti rovnobé&zné nebo kolmé ke vzajemné rychlosti vztaz-
nych soustav v.

Bude-li v < ¢, tak v — 1 nebot v*/c*> — 0 a obdobné i ujjv/c* — 0, tak Lorentzova
transformace konverguje ke Galileové:

/ /
U=y —v a U =uUL.

... Budte radi, Ze se turbiny pohybuji celkem pomalu ...

12.1.1 (a) stielba z vlaku

Bandita stoji na stfeSe vlaku jedouciho rychlosti v a vystieli na Serifa stojiciho
vedle koleji. Banditav vyst¥el mé velikost rychlosti u’ a tihel ¢ vii¢i sméru vlaku.
Jakou rychlosti leti §ip v Serifové vztazné soustavé? Jaky je hrani¢ni thel vystielu
©e, pro ktery se rychlost vlivem pohybu vlaku zmensi/zvetsi?
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Obrazek 1: Vystiel ze stiechy vlaku. Vztazna soustava vlaku je oznacena ¢arkou
("), vztaZné soustava prérie je nec¢arkovana.

12.1.2 Reseni (a)

Vektor vystielu ve vztazné soustavé vlaku je

!
i = (u/(;f)sga) 2)
u' sin
P#i transformaci do vztazné soustavy Serifa musime p#icéist rychlost vlaku. P¥ipadné
bychom mohli uvazovat, Ze zdkladni vztazna soustava je ta vlakova, a Serif spolu s
celym nadrazim, mésteckem a prérii se pohybuje rychlosti —%. Potom bychom tuto

rychlost odecitali pfi transformaci do této vztazné soustavy. To, kterou soustavu si
zvolime jako vychozi, je véci preference, avsak vysledek na tom nezavisi

g=@ +7= <“C°S.‘p+”> (3)
usin @

Velikost v necarkované vztazné soustavé je

lu| = \/(uc0s<p+v)2+u2sin2<p: Vu? cos? ¢ 4+ v2 + 2uwv cos ¢ + u sin p 4)

vyuZijeme vlastnosti, e cos®> z +sinz = 1

o =Vu? 4 v? 4 2uvcos ¢ (5)

Viimnéme si, Zze Galileova transformace nezachovdvd kinetickou energii — zavisi na
vztazné soustavé. Podivejme se na konrétni zvlastni pfipady: je-li cosp = £1 (vystiel
po sméru nebo proti sméru jizdy), je

|u|cosw:i1:\/u2+v2:|:2uv=\/(u:lzv)Qzu:tv, (6)
je-li cosp = 0, ¢ili vystfel kolmo ke sméru jizdy, velikost rychlosti se také zve&tsi
|u‘cos @=0 =V u2 + 1}2 (7)

Uhel, pro ktery se velikost rychlosti nezméni, tedy musi lezet v oblasti vyst¥elu nékam
dozadu

2
|u|:\/u2+v2+2uvcoscp=u\/1+(%) +2<%)COS¢’ (8)
v 2 v
1+(5) +2(;) cos pe =1 9)
COS e = —%% (10)

Vsimnéme si, Ze takovy thel neexistuje, je-li rychlost vlaku v vétsi nez dvojnasobek
rychlosti vystielu v > 2u.
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12.1.3 (b) vykop skrz tramvaj

Stojite na zastavce s fotbalovym micem a kolem Vas jede tramvaj KT8DS5 rych-
losti v se vSemy dvefmi otevienymi a nehodla zastavit (asi néjaka porucha, tak
jede do vozovny). JenZe zrovna v tu chvili si uvédomite, ze fotbalovy mi¢ musite
vratit kamaradovi na druhé zastavce. Z predchozich pokust na hfisti vite, ze
mi¢ dokdzate vykopnout rychlosti u. Otazka je, pod jakym thlem, aby proletél
otevienymi dvefmi tramvaje bez zaskobrnuti. Tramvaj mé §itku T a dvefe jsou
od sebe v pravidelnych vzdalenostech P po obou stranéch.

12.1.4 Reseni (b)

Slabsi povahy by pockaly, az tramvaj pfejede, a pak by mi¢ kamarddovi pfinesly. To
vS8ak nebude na§ pripad. Kdybychom vykopavali pfimo z jedné&ch otevienych dvefi do
néjakych protilehlych, stacilo by, aby pomér x-ové a y-ové rychlosti byl jako pomér
sitky a celociselného nasobku vzdélenosti pari dveri:
/

Uy nP

i (11)

uy, T
kde n je celé ¢islo, pficemZ n = 0 by znamenalo, Ze mifite pfimo do protilehlych dvefi,
n = +1, Ze mifite do sousednich protilehlych dvefi po sméru jizdy, a n = —1, %e mifite
na sousedni dvefe proti sméru jizdy. JenZe stojite na zastavce a tramvaj jede rychlosti
v, musime to tedy Fesit i s Galileovou transformaci:

4 =id—7 (12)
tedy
Up — V nP
= 13
Uy T (13)
vyjadieno pomoci velikosti u a sméru « (viéi sméru pohybu tramvaje x)
ucosa—v _ nP
= = 14
usin o T (14)
Pouziti protilehlych dveri (n = 0), dava
UCBAZY g — ucosa—v =0 — cosa = - (15)
wsin o U

V&imnéme si, Ze feSeni pro kop skrz protilehlé dvefe neexistuje, pokud v > u. Zamyslete
se, zda by FeSeni mohlo existovat, kdybychom vzali do dvahy i n&jaké protilehlé dvete
proti sméru jizdy, n # 0.

12.1.5 (c) Priatokova rychlost ukazkového axialniho kompresoru bez
zatéze

Na jednoduchém modelu kompresoru bez zatéze si mizete prohlédnout proudéni
pii pfechodu ze statorové vztazné soustavy to rotorové. Ostré zalomeni je jen
zdéni, pfi pouziti Galileovy transformace se jedna o pfimocary pohyb.

Urcete vztah mezi axialni rychlosti u, (axialni = podél osy) a thlovou rych-
losti zafizeni w za predpokladu, Ze kapalina prochéazi pod idedlnimi thly a beze
ztrat. Lopatky jsou radidlné zkroucené desky, jejich stfih se Skaluje se vzdé-
lenosti od osy stejné jako tecna rychlost v = wr. Zkrouceni rozvadéciho kola
(statoru) ozna¢me « a obé&zného kola (rotoru) S.
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Obrézek 2: Schématické rozvinuti valcového Fezu axidlnim strojem.

12.1.6 ReSeni (c)

Piedpokladame, Ze kapalina prochézi statorem rovné podél lopatek (lopatky
to nejsou, jen takové zkroucené desky), tedy pomér tecné slozky rychlosti u,
a axiélni (podél osy) slozky rychlosti u, musi byt stejny jako podil zkrouceni
rozvadécého kola (statoru) na pfislusném poloméru ar a vysky statoru hg

Ut ar

— = — 16

w (16)
Alternativné bychom mohli pracovat s thly; tento zlomek je tangentem uhlu
rychlosti (my8leno viéi teénému sméru). Obdobné pfedpokladame ideélni pri-
chod obé&Znym kolem:

% a7)

>
S

Galileova transformace:

Uy —wr  —pr
= 19
- » (19)
Pfitemz za prvni ¢ast zlomku (u;/u,) dosadime z rovnice
roe wr Br
= _Z_ =2 20
hS u(l h’l” ( )
Zkratime r a vyjadiime u,
1
Uo = W5 (21)
hs T A

Uvedené zafizeni nekond zadnou praci, nebot obé&zné kolo neméni vektor rych-
losti, tedy i zména toku hybnosti je nulovi. V néasledujicim se podivime na
trochu realisti¢téjsi piipad.

12.2 AxiAlni turbina

Prohlédnéme si obréazek |3 znazorhujici valcovy fez axidlnim strojem. Proud pii-
chazi shora v ryze axialnim sméru (dold v obrézku), v rozvadécim kole je ohnut
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Obrazek 3: Axialni turbina. Schématicky nacrtek rozvinutého vélcového fezu.
Osa vélce je svisla.

do sméru otaceni (z leva doprava v obrazku). Rychlost v otacejici se vztazné
soustavé je naznacena Carkované, @' = @ — v. Sméru 4’ odpovida sklon desek
ob&zného kola na vstupu. V ob&ném kole se tekutina sto¢i proti otaceni (doleva
v obrazku). Z principu Newtonova zakona sily to znamené, Ze opaénym smérem
(doprava) pusobi sila na lopatky tj. ve sméru jejich pohybu (proto je to turbina:
z pohybu tekutiny vyrabi pohyb stroje). Po transformaci nazpét do nerotujici
vztazné soustavy ziskame rychlost iy = @, + ¥, kterd vychézi v axidlnim sméru
(¢isté dolua). Takto je to ideédlni v jednostupihiovém stroji — zbytkova obvodova
slozka by nesla energii, ktera by mohla byt vyuzita.

Z Galileovy transformace vidime, Ze axilni slozka rychlosti se transformaci
neméni: uj, = U1 a b, = Uze. Jak je to s jeji velikosti b&hem prichodu ro-
torem? ui, ~ uo,? To zéalezi na stladitelnosti a na tom, zda tekutina prochéazi
opravdu po vélcové plose (v redlném stroji to byva spis kuzel). Tak ¢i tak plati,
7e hmotnostni tok se zachoviva my, = re. Jako kontrolni objem zvolme je-
den mezilopatkovy kandl, skrz lopatky nic netece (i kdyZ existuji vyzkumy na
Castecné propustnych lopatkéch), vstupni plocha je kolma k ose, vystupni také.

= pi-S = pu.S, (22)

Je-li p1 = po (nestlacitelné), plocha S; = 2zr - dr, ¢ili, je-li proud ryze axiélni,
neméni se r a tedy ani S, potom S; = Sy. Z téchto uvah vyplyva, Ze u1, = uog-
Zéroven si v8imnéme, ze kvili zdkonu zachovini hmoty nemiiZzeme pieménit
v§echnu kinetickou energii na praci stroje.

V piipadé stlacitelné tekutiny bude zaviset na zméné hustoty p; obecné by
méla klesat, nebot klesa tlak. Pokles statického tlaku je uhadnutelny z toho, Ze
velikost ¢arkované rychlosti |ub| < |u)| roste po proudu. Zajima nas ¢arkovana
proto, ze to je ta rychlost, o které vi tekutina. Ve sltacitelné tekutiné lze tedy
oCekavat ndrist axialni slozky rychlosti.

Ted bychom tusili, co se v turbiné v prvnim pfiblizeni d&je, zkusme tedy
odhadnout vykon. Vykon elementéarni valcové slupky (té, jejiz fez je nacrtnut
na obrazku [3) o radialni tloustce dr je

dW = wrdF, (23)
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kde (wr) je obvodova rychlost na poloméru r a dF; je element te¢né slozky sily

dF; = N - diitanar - (u1e — uoy) (24)
kde N je pocet lopatek a dryanal je
. 2rr
dMkanal = P1ULa WdT (25)

kde jsme zvolili hodnotu na vstupu (ale mohla by byt i na vystupu, jsou stejné),
27r je obvod kola a 27r /N je tsek na jeden kanal. Uz vidime, Ze pocet lopatek
N se vykrati

dW = WrP1U1, 27T (U1 — uge) dr (26)

Pokud je vyska lopatky h = Rypieka — Lpata Vyrazné mensi nez Spickovy polo-
mér, mizeme integraci pfeskocit a dr nahradit vyskou lopatek h. Vyraz mizeme
zpiehlednit tak, Ze pyu1,(27r)h = 1 a obvodovou rychlosti wr miZeme rozna-
sobit zévorku, ¢imz se vyraz zobecni, nebot napiiklad v radidlnim stroji bychom
neméli jedno r ale riizné r na vstupu a na vystupu. Zobecnény tvar tedy vypada
takto .

W =m (v1u1|| - U2u2||) = —1hA (UUH) (27)

coz je Elerova turbinova véta, u| znaci, Ze se jedna slozku rychlosti tekutiny
rovnobé&znou s mistni rychlosti v pohybu stroje.

Podivejme se, jaky tlakovy spad turbina zpracovava. Pouzijeme Bernoulliovu
rovnici, ale musime si uvédomit, ze p¥i Galileové transformaci se ndm proudnice
yroztrhne®, musime tedy vySet¥it spad na rozvadécim a obé&Zzném kole zvIast. Na
rozvadécim:

1 1
gt =g+ (28)
N _Pya oy P2 2 oo _Pya 2 2 9 29
(Po Pl)*2(1 uo)*2(1a+u1t u0)72(0+uocos Qi Uo)( )

Na obéZném kole nas zajima ta velikost rychlosti, o ktéré vi tekutina, tj. ,,Carkovana®

P o 2 P 2 2 2
(i~ p) =& (uF —u?) = & (s +uh — i, — o) (30)
V cisté axidlni stroji opét mizeme vyuzit toho, Zze axialni slozka rychlosti se
neméni (neciti Galileovu transformaci & rovnice kontinuity) a tetnou muZzeme
vyjadrit jako velikost vstupni krat kosinus ¢arkovaného thlu

.= Bu% (cos

5 % aly — cos® o) (31)

Celkem s rovnici

2

Ap = Ap, + Ap, = gu% (cos® g + cos® afy — cos® af) (32)

Kosiny thla jsou vzajemné svazany skrze Galileovu transformaci:
’ wr ’ wr wr
COSQ) =COSQ] — — & COSQly =COSQug — — = —— (33)
Uo u (%)

Tudiz (32)) prejde na

2 2
Ap = Bug <c052 o + <wr> — <cos o — wr) ) = pwriug Cos a1 (34)
2 (27} (27}
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Uloha je vétsinou koncipovana obracené: mate k dipozici néjaky tlakovy
spad Ap, hmotnostni tok 7, mame zaméenou w (kvili sitové frekvenci nebo
néjakému jinému stroji, ktery méame pohanét) a mame vymyslet pramér kola r,
vysku lopatek h a thly ag, o) a o (vlastné jen jeden uhel, ostatni se dopoéitaji).

Navic, pokud by vyska lopatek byla vétsi nez malé viiéi poloméru kola, museli
bychom rovnici integrovat i s tim, ze v8echyn thly by byly funkei poloméru.

12.3 Vykon radialni turbiny (Francisovy)

Tento piiklad je kompletné zkopirovan ze skript pana profesora Jifiho Linharta,
strana 105. Schvalné ponechavam jeho znaceni, se kterym se lze setkat ve veskeré
literatuie inspirované panem profesorem. Tj. rychlost v nepohybujici se vztazné
soustavé je znacena C, rychlost v pohybujici se vztazné soustavé w a obéZna
rychlost stroje w.

Bocni pohled Pohled shora

Obrézek 4: Narys Francisovy vodni turbiny dle profesora Linharta, strana 105.

[zacatek citace] Radialni turbina je rotalni lopatkovy stroj, ktery podle pra-
covniho média je parni, vzduchovy nebo vodni, napf. Francisova vodni turbina
zobrazena na obrazku [l Voda prochézi od obvodu ke stfedu. Proudi nejprve
nehybnym rozvadécim kolem, v ném?z je lopatkami usmérnéna tak, aby ostiiko-
vala ob&Zné kolo pod urc¢itym thlem «y. Absolutni vstupni rychlost ¢; se zde
vektorové rozlozi do obvodové rychlosti rotoru u; a do relativni rychlosti w;.
U spravné navrzené turbiny a za pomérd uvazovanych ve vypoctu je rychlost
wy teénou ke vstupni ¢asti rotorové lopatky a ma s ni tedy shodny thel (.
Vlivem zuzovani mezilopatkového kanalu rotoru se proud uvniti urychluje z w;
na ws, kdyz relativni rychlost ws je te¢nou k vystupni ¢asti lopatky. Na vystupu
7 rotoru se wq vektorové secte s uy na absolutni vystupni rychost co svirajici s
obvodovym smérem thel as.

Tekutina plisobi na lopatky rotoru silou, jejiz moment M lze vyjadrit dle véty
o zméné toku hybnosti jako rozdil obvodové slozky momentu toku hybnosti na
vstupu a vystupu. P#i prutoéném mnozstvi V turbinou plati pro moment M

M = pV01 cos T — pV02 COS oty = pV (c1r1 — carg cOs (i) (35)
Pro teoreticky vykon (tj. beze ztrat) na 1kg/s protékajici tekutiny Py, plati

Mw
Plt = 7 —= C1T1W COS (X1 — C2T2W COS (X2 — C1U]1 COS (X1 — CaU9 COS (V2 (36)

Rovnici pro Py; 1ze upravit pouZitim kosinové véty na Eulerovu turbinovou vétu

1
w? = u? + ¢ — 2uici cosa; — uicy cosay = 3 (U% +cf - w%) (37)



»* %

Ml EVROPSKA UNIE
* Evropské strukturalni a investiéni fondy
*

ol ok Operacni program Vyzkum, vyvoj a vzdélavani

1
uLercos e = 5 (uf +cf —w?) (38)
Dosazenim (37) a (38) do (36]) ziskame
2 _ .2 2_ 2,92 2

Podle Eulerovy turbinové véty je vykon turbiny pro 1kg/s protékajici tekutiny
déan:

e poklesem kinetické energie rotujici tekutiny
e poklesem absolutni kinetické energie proudu
e zvySenim relativni kinetické energie v mezilopatkovych kanalech rotoru

Ztraty u rotafnich stroju se respektuji acinnosti n = P/P; < 1, kde P je sku-
teény a P, teoreticky vykon turbiny. Tedy u feSené vodni turbiny bude pii
pouziti hydraulické u¢innosti ny skutecny jednotkovy vykon

Py = npg Py = ni (crug cos ap — catig COS ig) . (40)

12.4 Plynova turbina

Plynova ukazkova turbina ET 792 pracuje dle Ericson-Braytonova cyklu: vzduch
je stladen kompresorem, zahian ve spalovacid komote, pak Castecné expanduje
v turbing, kterd pohani kompresor. Druha ¢ast expanse je bud v trysce (rezim
proudového motoru letadla) nebo v dalsi turbiné pohanéjici generator, coZ je
rezim, ktery nam laskavé ukaze Ing. Marek Klimko, Ph.D. Obrazek [p] ukazuje
kontrolni panel a vysvétlivky jednotlivych indikatoru.

Ukoly: z ovladaciho panelu si opisté nasledujici veli¢iny v dilezitych bodech
cyklu; neznamé dopocitejte (pozor na jednotky)

p1=

T =

p1 = r% =

Za vystupem z kompresoru a pied spalovaci komorou
p2 =p3 — Apaz =

T =

p2 =

Za spalovaci komorou a pied prvni turbinou

p3 =
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°
ET792 ouml

Gasturbine
Gas Turbine

11

1 Tah proudového TKM 15 Tlak pfed turbinou
2 Hlavni palivovy ventil 16 Tlak pfed vykonovou turbinou
3 Regulator tlaku paliva 17 Vstupni prutok vzduchu
4 Regulator prutoku paliva 18 Prutok paliva
5 Rychlouzaviraci ventil 19 Indikator tlaku oleje
6 Tlacitko zapalovani 20 Indikator zapalovaciho systému

o woxr oy Vstupni teplota vzduchu, paliva a vzduchu
7  Tlacitko spusténi ventilatoru 21 pred kompresorem
8 Sizgﬁff klapky nasavaného 22 Teplota na vstupu do turbiny

. fxy Teplota na vstupu a vystupu z vykonové

9 Potenciometr zatéZe 23 turbiny
10 Hlavni vypinad 24 Teplota oleje
11 Tlacitko nouzového zastaveni 25 Otacky turbokompresoru
12 Tlak ptivedeného paliva 26 Otacky vykonové turbiny
13 Tlak paliva palivové trysky 27 Vykon generatoru
14 Diferen¢ni snimac teploty 28 Indikétor tahu

spalovaci komory

Obrazek 5: Ovladaci panel plynové turbiny ET 792. Ukradnuto Marku Klimkovi
home.zcu.cz/~klimko/.



KEx EVROPSKA UNIE
* * Evropské strukturalni a investiéni fondy

* 4 P Operacni program Vyzkum, vyvoj a vzdélavani MINISTERSTVO SKOL

T5 =

p3 =

Za prvni turbinou a pied druhou turbinou
P4 =

T, =

P4 =

Vyfuk

ps =

Ts =

pPs =

Vypocitejte zménu entalpie na kompresoru a na prvni turbiné
his = ¢, ATyp = 528002 —

hsa =

Jsou stejné nebo je nékterd vétsi? Sla by z toho vypocitat ucinnost paru

turbina-kompresor?

nrx ~

Pristroj ukazuje i absolutni vykon druhé turbiny. PouZijte ho spolu s infor-

maci o objemovém prutoku k vypoctu mérné prace druhé turbiny a porovnejte
se zménou entalpie. Opét zkuste odhadnout G¢innost paru turbina-generator.

W =

Vi =

ag = lem =
has =

nra =
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12.5 Ukoly na Vanoce

e Podivejte se na video s ukizkovym axidlnim kompresorem bez zatéze:
https://youtu.be/DHj101R265M Video ma necelych 5 minut.

e Velmi inspirativni je video https://youtu.be/yCsgoLc_£fzI. Je anglicky
a trochu delsi. Ukazuje zafizeni pohanéné vétrem, které je rychlejsi nez
vitr, ktery ho pohéni. A jako bonus ukazuje kolegu védce, ktery se spletl.
A musim p¥iznat, Ze ja bych se v této otazce také spletl.

12.6 Otazky k zamysleni

e Bylo by lepsi otacet s turbinami vyssi rychlosti? Co bychom ziskali a co
by bylo komplikovanéjsi?

e Podivejte se na obrazek [3| Jak se méni prufez mezilopatkového kanalu?
Co to udéla s prito¢nou rychlosti?

e Je vyhodné&jsi prufez mezilopatkového kanalu zvétSovat nebo zmensovat?
V jaké situaci se to pieklopi?

e Zavzpominejte, jaky je postup vypocétu Ericson-Braytonova cyklu.
Pfeji uspésné zdoléni vSech zkouSek a zapoctu a krasné Vanoce!

12.7 Podékovani

Dékuji za podporu pii vytvareni téchto podklada projektu ESF II &slo
CZ.02.2.69/0.0/0.0/18 _056,/0013239.
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