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11 Cviceni 11 - Véta o zméné toku hybnosti

Druhy Newtonuv zékon tvrdi, ze casovd zména hybnosti je rovna sile:

dp ~

=F, 1
n (1)
kde hybnost p'= m, tedy
dmu  dm di =
- = —1 F 2
AT @)

Ze zékladni §koly znate pouze praci s nenulovym druhym ¢lenem levé strany, ne-
bot se predpokladalo, ze dm/dt = 0 nebot m = konst, coZ lze jisté pfedpokladat
pro hmotny bod.

dm/dt oznacujeme také m a jedna se o hmotnostni tok, konkrétns

= pi- S, (3)

kde p je hustota a S plocha, kterou kapalina proudi — tj. hranice vySetfovaného
objemu. Smérem plochy rozumime smér normadly k této ploSe. Je rozumné volit
plochu S tak, aby jeji jednotlivé elementy byly bud rovnobé&zné s rychlostl (tedy
i S = 0) nebo na ni kolmé (potom - S = +uS, ,+“ pro vtok, ,—* pro vytok).

Kontrolni plocha:

¢ast, kterou nic netece

Obrazek 1: Nacrtek proudnic a kontrolni plochy. Je nepodstatné, co se déje
wynit?, jen vtoky a vytoky.

11.1 Proud na desku ve 2D

Proud vody dopadéa na desku rychlosti u. Vypoctéte silu, kterou proud ptisobi
na desku. Regte jen dvourozmérné.
(a) Proud dopada kolmo, deska se nepohybuje.
(b) Proud dopadé kolmo, deska se pohybuje stejnym smérem rychlosti v.
(c) Pii jaké rychlosti desky z ni dostaneme nejvétsi vykon?

11.1.1 Reseni

Ad (a) NapiSeme si v&tu o zmené toku hybnosti pfes hranici kontrolniho objemu za-
hrnujiciho desku a kousek paprsku pied dopadem:

F = / ipi - dS (4)
OKO
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Obrézek 2: Tlustrace k piikladu 11.1.

Jelikoz tekutina proudi pouze v paprsku, sta¢i nam jako plochu vzit prifez paprsku,
coz je mimochodem jediny vstup. Vystup je podél desky na vSechny strany, takze lze
ocekavat, 7e se diky symetrii tlohy tento p¥ispévek vynuluje. Zbude ndm tedy pouze
ten vstup; pfislugna sila ptsobi podél osy =

F, = upuS = pSu®; F, =0 (5)

Znaménko je kladné, tzn. Ze sila ptsobi doprava, tedy podél pohybu paprsku (bylo
by divné, kdybychom st¥ikali na desku a tu desku to tahalo k ndm. Ale pozor v ji-
nych konfiguracich uz to nemusi byt tak snadné uhadnout a je t¥eba se peclivé drzet
konvence.)

Ad (b) D&j probiha na desce, takze se na problém musime divat z hlediska vztazné
soustavy desky. Transformujeme se do této vztazné soustavy:

—/

U =1u—-17 (6)
JIné nez z-ové slozky jsou nulové, takze
U; = Uz — Uz (7)

a tedy pouzitim vysledku (5)
Fy = pS(u —v)° (8)
Ad (¢) Mechanicky vykon spocitame jako

W =0-F = pSv(u—v)* 9)

Hledame-li extrém vid¢i néjakému parametru, poloZzime derivaci podle tohoto parame-
tru rovnou nule: .
ow
B = 0=pS (u2 — duv + 31}2) (10)
v
0= 30> — duv +u” (11)

Pouzijeme obecné feSeni kvadratické rovnice

C(cawt JEPESTIE "
_ (—4u) £ 2(43) 4-3 —6(4Z|:\/Z)—{1 (12)

V1,2

3U

Vykon v pfipadé prvniho kofene je

Wi =pSu(u—u)>=0 (13)
v pfipadé druhého
. 1 1\°> 4 5 .
Wy = gupS (u — gu) = 2—7pSu > Wy (14)

jednd se tedy o maximum.
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11.2 Zahnuta lopatka

Svisly proud vody padé& na ohnutou lopatku, kde se ohyba o thel ¢. Urcete
velikost a smér vysledné sily, zndme-li rychlost proudu u a plochu jeho prifezu

S.

Obréazek 3: Tlustrace k pirikladu 11.2.

11.2.1 Reseni

Budeme fesit po slozkach. Ve sméru y vstupni hybnost je

Fi™ = pSu® (15)

Y

vystupni
Fy** = pSu® cos (16)

ta pfispiva se znaménkem minus, takze
Fy, = pSu® (1 — cos ) (17)

Viimnéme si, Ze cos ¢ neni na druhou, jelikoZ p¥ispévek k sile je i a r nezavisi na
thlu. Kolma slozka z obsahuje pouze vystup, takze

F, = —pSu’sin¢p (18)

m4i zaporné znaménko, takze ptsobi prosti sméru, kam paprsek zahl. Velikost sily tedy
je

F=\/F2+F?= pSuQ\/(l — cos )2 + sin ¢ = pSu*V2y/1 — cos? (19)

a smeér
1 —cosp

sin ¢ (20)

o = arctg

Nejvyssi sily vzhledem k dhlu ¢ dosdhneme pro tplné otoceni paprsku, tj. ¢ = 7,
protoze potom je ¢len s kosinem +2. V mnohych p¥ipadech by vSak otoeny paprsek
sam sobé prekazel a tak se uzivaji ménsi dhly.

11.3 Peltonova turbina

Vpoditejte kroutivy moment a vykon Peltonovy turbiny. Uhel odklonu ¢, plocha
paprsku S, rychlost paprsku w, obézné rychlost v misté ostiiku wr. Pii jakych
otackach je vykon nejvyssi?
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Obrazek 4: Dopadajici paprsek se roziizne na dvé Casti, které se odrazi proti
sméru pohybu (ale ne uplné, aby nebrzdily nasledujici lopatku). Celé kolo ma
lopatky celkem husté, takze na kazdou z nich dapadé parsek jen chvili. Kontrolni
objem se proto voli s jednou sténou statickou (tam, kde paprsek te¢né narazi na
kolo) a druhou dynamickou podle aktualné ostiikované pohybujici se lopatky.
Disledkem je, Ze hmotnostni tok se netransformuje, turbina stéle zpracovava to
mnozsti, které pfivede paprsek, ,,neutika“ mu jako v pfipadé prvniho piikladu.

11.3.1 Reseni

Axialni i radialni slozky sily budou zanedbatelné diky geometrii lopatek, podstatna je
jen teCna slozka Fy

Fo = m(u —wr) —m(u — wr)cos p = pSu(u — wr)(1 — cosp) (21)
Tocivy moment je T' = rFp a vykon
W =Tw = wrFy = wrpSu(u — wr)(1 — cos ) = prSu(l — cos ) (uw — rw2) (22)

Hledame-li optimalni otacky, musime najit nejvyssi vykon vici w, coz nastava tehdy,
je-li derivace podle w =0
oW

= prSu(l — cos ¢) (u — 2rw) (23)

Okamzité vidime, Ze toto se rovna nule, pokud

u

=3 (24)

Wm
Odpovidajici vykon je

: 1
Wi = %rpSu(u - %T)(l —cosp) = Zu?’pS(l — cos ) (25)

Pfepismsé si tento optimalni vykon pomoci pritoku a vysky ptiebné pro vytvoreni
rychlosti u. m = pSu, u = \/2gh, tedy

1- coscpm

Wi = 117"L(2gh)(1 —cosp) = 5

1 gh (26)

kde mgh je potencialni energie. Uginnost systému tedy je (1 — cosg)/2, v zadaném
piipadé pro ¢ &~ 165°, (1 — cos¢)/2 ~ 98%. Pochopitelné t¢innost jests snizuji ztraty
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v pfivodnim potrubi, trysce a také to, Ze ne v8echna voda proudi tak p&kné& podél
lopatky, zna¢né ¢ast vody odléta v podobé kapicek do ndhodnych sméri. kazdopadné
plati, Ze Peltonova turbina je perfektni volba v pfipadé, Ze mate k dispozici pomérné
malé mnozsti vody na velkém prevySeni.

Pouziti Peltonovy turbiny

Aerodynamicky tunel SIMA na tstavu ONERA (Francouzska obdoba nageho
VZLU) v Modane ve Francouzském Savojsku mé tctyhodny vykon 88 MW. Vel-
kolepou stavbu zacali Némci v tehdy Rakouskych Alpach béhem druhé svétové
valky, avSak nedokézali stavbu dokoncit dfive nez zacali prohrévat a pak uz na
védu nebyly penize. Po valce byl vyzkumny tstav spolu s celym tidolim pridélen
v ramci kompenzaci Francii, kterd dilo v roce 1952 dokondila.

Proud vzduchu je pohédnén dvéma ventilatory o priuméru 15m s 10 a 12
lopatkami, které se ota¢i proti sobé. Kazdy ventildtor je pohanén Peltonovou
turbinou o vykonu 44 MW. Na pohon se spotiebuje 107 m? vody ro¢né piivadéné
z vysokohorskych nadrzi s pfevySenim 840 m. Pii plném vykonu protece Pelto-
novymi turbinami 15m?/s. Vzduch v tunelu se rozpohybuje béhem ti minut a
v méfici sekci o praméru 8 m dosdhne rychlosti 1100 km/h. Takovouto véc by
nebylo mozné pohanét elektrickou energii kviili stabilité sité.

Assembly Platform

H 3 Test sections
g| (8 meter diameter)
] on mobile carts

Obrazek 5: Schéma aerodynamického tunelu SIMA v Modane ve Francii, ktery
je pohanén dvojici Peltonovych turbin. Vyzkumny dstav je umistén v Alpach a
tak s prevySenim neni problém.

11.4 Proudovy motor

Proudovy motor se pohybuje rychlosti v, plocha prifezu je na vstupu je S; =
1,15m?, na vystupu So = 0,65 m2. Tlak a teplota vzduchu jsou p; = 0,6 bar
a Ty = 240K, teplota vystupujicitho vzduchu je T = 650K. Vypoctéte tah
motoru.

11.4.1 Reseni

Jednorozmérné znéni véty o zméné toku hybmnosti je (pouZijeme konvenci, Ze ,,+* znadi
vtok a ,—* vytok, miiZe to byt i obracens, ale je nutny fyzikalni vhled, na co sila ptisobi)

Fg; = M1U1 — ’I’hQUQ. (27)
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Obréazek 6: Schématicky nacértek proudového motoru.

Ptredpokladejme, Ze hmotnostni podil spalin je zanedbatelné maly, potom
1 = mae, (28)

z ¢ehoz vypocteme i vystupni rychlost us za pfedpokladu, Ze vstupni rychlost je rovna
rychlosti, jakou se letadlo pohybuje.

’LL1p1S1 = UQPQSZ, (29)
kde p1,2 vyjadiime ze stavové rovnice idealniho plynu p = prT:

P12
=== 30
prz= T (30)
kde tlak je v obou pfipadech tlakem okoli, tj. p1 = p2 = p. a teplota na vstupu je
také rovna teploté okoli, 71 = T,, zatimco teplota vystupnich spalin je zavisla na
termomechanickych dejich uvnitf motoru a v naSem piipadé je zadani;

pa pa
= up Lo 1
- S1 = us T Sa (31)
z toho vyjadiime uso
S1 Ts
=222 32
u Ul 32 Ta ( )
Nyni dosadime do rovnice (27) spolu s vyjadfenim hmotnostniho toku (31):
Pa S1 T 2 Pa S1 T
I, = 222 = 12122
u T, (“1 s, Ta) T, ( So T (33)

Vlozime piedpoklad, %e vstupni rychlost vzduchu w; je rovna rychlosti letadla v (to
ale neni pravda pii rozjezdu) a dosadime

S1 1>

Da _ord2y
T, S (1 S, Ta) 267 kN. (34)

2
F,=v

V&imnéme si, Ze hodnota je zaporna, ¢ili, Ze sila pusobici na motor sméfuje proti sméru
x, coz je v pofadku — jinak by letadlo couvalo.

11.5 Raketovy motor

Jaké rychlosti miize dosdhnout raketa o hmotnosti mg, ktera si nese palivo o
hmotnosti my, je-li v raketové trysce o prufezu Sy urychlovan plyn o hustoté po
na rychlost us?

Raketovy motor je také typem reaktivniho pohonu. Od proudevého ligi tim,
Ze neurychluje okolni material, ale musi si vysta¢it pouze se spalinami (nebo
né¢im jinym, co urychluje, tfeba ionty). Tah motoru tedy je

Fz = pgSgug = mUQ (35)



* oy ok Operacni program Vyzkum, vyvoj a vzdélavani

KEx EVROPSKA UNIE
* * Evropské strukturalni a investiéni fondy
* *

Indexy 5 si v dal§im odpustime, protoZe stejné nemame nic na vstupu. Tato sila
zpusobi urychleni celé rakety o aktualni hmotnosti m(t) = mg + m,(t) podle
Newtonova zdkona. Hmotnost je odpor téles vici zrychlovani.

ma = mu (36)
zrychleni ¢ a hmotnostni tok 7 napiSeme poctivé pomoci derivaci

dv dm
My =g (37)
kde v je rychlost rakety. Z obou stran rovnice zkratime dt a pfevedeme hmotnost
k hmotnosti. Rychlost spalin u nesouvisi s rychlosti rakety v, chova se tedy
jako konstanta (pfipadné by mohla souviset s aktuélnim naplnénim nédrze, jak
uvidime v dals§im ptikladu)

dv = 03 (38)
m

Um, mo d
/ dv = u/ an (39)
0 me m

kde v, je dosud neznamé maximéalni rychlost rakety a m. je poc¢atecni hmotnost
rakety i s palivem, m. + mg +m,,

a integrujeme

(40)

[W]g" = vm = u[lnm]° = uln o
viimnéme si, Ze logaritmus je zaporny (argument < 1), ¢ili, ze raketa odléta
opaénym smérem neZ spaliny, coZ je v porddku. Tato rovnice se jmenuje podle
Konstantina Eduardovice Ciolkovského (1857 — 1935). Casto se piSe pro abso-
lutni zménu velikosti rychlosti (je samo sebou, Ze rychlost rakety a spalin jdou
proti sobg&). Ciolkovského rovnice:
(Avy| = uln T M (41)
mo
Kde jsme zavedli A, nebot jde o zménu rychlosti po spotifebovani paliva m,.

U rakety je tedy klicové dosdhnout velkou rychlost spalin, vzdy je tieba
pracovat v nadzvukovém rezimu. Proto maji raketové trysky rozsitfujici se tvar
Lavalovy dyzy (viz termomechaniku). V literatuie se ¢asto miZeme setkam s ve-
licinou specificky impuls Isp = u/g, ktery nam udava, jak dlouho by se dokazalo
samotné palivo udrZet v tihovém poli g, jednotkou jsou vtefiny [s].

Hodnoty vytokovych rychlosti se pohybuji nasledovné: urychlovaci motory
raketoplanu (takové ty dvé raketky po stranach): u = 2500m/s, palivem je
pevny kopolymer polybutadienu, kyseliny akrylové a akrylonitrilu, jako okysli-
¢ovadlo slouzi chloristan amonny. Mezi motory na tekuté palivo zminme Kuzné-
civ NK-33 s vytokovou rychlosti u ~ 3250 m/s pouZivany v Sojuzech; palivem
je petrolej okysli¢ovany kapalnym kyslikem. Evropské rakety Ariane 2 — 5 pou-
zivaji kryogenni motor HM7B na kapalny vodik a kapalny kyslik s tictyhodnou
rychlosti u &~ 4360m/s. Za vys§i vytokovou rychlost se plati komplikovanou
nadrzi — musi to byt obrovsky kryostat. Pokud vim, tak nejvyssi rychlosti z
chemickych motori dosahuje RL-10B2 pouZzivany v raketdch Delta, je také na
kapalny vodik a kyslik a vytokova rychlost je u ~ 4500 m/s. Radove vy$8ih rych-
losti dosahuji iontové motory u ~ (2 — 3) - 10* m/s, av8ak ty jsou zatim typickeé
malym tahem, takZe se vyborné hodi na manévrovani vesmirnych sond, ale ze
zemé nezvednou ani mouchu.
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11.6 Hydrostaticky motor (Spatny reaktivni motor)

Nadrz s podstavou o ploSe S, je na zacatku dé&je naplnéna vodou do vysky hg.
U dna néadrze je otvor o ploSe Sz, z néhoz voda vytékd ve vodorovném sméru.
Nadrz je umisténa na vozicku a hmotnost prazdné nadrze a vozicku je mqg. Pohyb
vozicku i vytékani vody uvazujte beze ztrat a vypoctéte

(a) silu a zrychleni vozitku p¥i pocatetni vysce vody hg

(b) kone¢nou rychlost vozicku.

Sy

S;

Ny

Obrazek 7: Vozicek s hydrostatickym motorem

11.6.1 ReSeni
Vyjdeme z vty o zméné toku hybnosti:
F, = ru, (42)
kde za rychlost u dosadime rychlost trysky, ktera zafizeni roztlaci
u = +/2gh, (43)
coz vychézi z Bernoulliovy rovnice:
1 5 1,
SUIHhg+pa=Sus+pa (44)

kde z rovnice kontinuity vyjadiime u; = UQ%Z

1 5,53 1
§U§S—§ +hg = §u§ — Uz = (45)
Tento vysledek vyuZijeme i pfi vyjadfeni hmotnostniho toku m
m = pSauz = pSa+/2gh (46)
a dosadime do rovnice (42):
Fy, =rnmu= pSzug = 2pSagh, (47)

coz pro h = ho je 0,2N a vypocéteme zrychleni a

F, 2pSagh
= — = —, 48
@ m pS1h + mo (48)
Zanedbali jsme slabsi jevy jako jiz diskutovanou rychlost volné hladiny a také naklonéni
volné hladiny vlivem tohoto zrychleni (hladina by byla naklonéna jen o thel a =
arctgy = 0,8°).
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Nyni se podivame, jakou kone¢nou rychlost toto zafizeni dosdhne. VyuZzijeme de-
finice zrychleni jako ¢asové zmény rychlosti, tedy kone¢nou rychlost dosdéhneme inte-
grovanim zrychleni pfes ¢as az do okamziku vyprazdnéni nadrze:

Vfin = /adt, (49)
za zrychleni dosadime vyraz (48), na zji§téni d¢ vyuZijeme stejny trik jako pfi uréovani
doby vytoku z nddoby — rychlost poklesu volné hladiny je u; = dt , tedy

1 S 1
dt = —dh = - —dh, 50
Ul S2 uz ( )
dohromady
"o 2pSagh S 1
P29 1
n= - = dh 51
e /0 pSih+mo Sz \/2gh (51)

a zbytek p¥ikladu uZz je jen o FeSeni tohoto integralu

ko 1
R R (52)
0

pS1h + mg \/E
provedeme substituci = = vh, dz = dh/ (2\/5)

2

Vi,
o= \/2gp512/ ————dau, (53)
0

pS1xz2 + mo

a dalgi substituci y = x ”Sl , dy = dxy/ psl

/pslh
L= QMPSI . 77]7:0 mq

Cdy, 54
pSl pSl Y (54)
VER 2 r1—1 / 1
=229,/ Lt dy=... [1— ——— =...[y—arct
psl/ ) e [y — arctgy] ,
(55)

vratime nazpatek vSechny substituce a dosadime horni mez
mo pS1ho
.=24/2g- | Vho — | —5-arctg (56)
pS1 mo

11.7 Tah tlakové lahve ve vakuu

Tlakova ldhev s héliem (x = 1,67,r = 2079J/(kgK)) je ve vakuu oteviena.
JelikoZ neni vybavena Lavalovou dyzou, unika plyn pouze kritickou rychlosti

27Ty
k+1

vypocitejte tah a zrychleni, ma-li ldhev objem V', hmotnost M a plyn uvnitf
ma teplotu T a tlak p;.

Reste nejprve obecné, pak dosad’te: plocha otvoru S = 1,0cm?, p; = 200 bar,
200K, k = 1,6667, r = 2079 J/kg/K, objem a hmotnost lahve V =30, M =
30kg.
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F

Obrazek 8: Tlakova lahev se ztizenou dyzou.

Napovéda: stavova rovnice idealntho plynu:
p

==rT (58)
p
Déj ve zuzeni povazujte za adiabaticky, tj. hustota a tlak jsou svazany vztahem
P _ konst. (59)
pr
Kriticky tlakovy spad je
2 k—1
B (60)
p1 K+1

11.7.1 ResSeni
Silu spo¢teme z véty o zméné toku hybnosti
F = rhag (61)
rychlost ux je zadané, potfebujeme uZ jenom
m = prurS (62)

kde pi je hustota hélia v trysce, kde je kritické proudéni, tedy i hustota je kriticka.
Dostaneme se k ni pfes adiabaticky déj s kritickym tlakovym spadem

1
PE P1 P\ "
Pe _PL_ = (P 63
P P g p(m) (63)

pouZijeme zadanou rovnici (60)

tedy

Spocitame silu

1
2 k=1 2rrTy
F= . - S 66
1 (/i + 1) k+1 (66)
p1rTh = p1 a &leny s 2/(k + 1) spojime
Fepms(-2 )" —oun
=Dp1 (m) = (67)

zrychleni spoc¢itame jako (nezapomeneme zahrnout hmotnost plynu i prazdné ldhve)

F p1S 2 = 2
— — —31
T VI M ngYJrM(nH) 3lm/s (68)

10
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11.8 Otazky k zamysleni

Pii zpracovani velkého vyskového spadu vodnim kolem se vyplati naskla-
dat vice kol za sebe — prvni nahoru, to, co vytec¢e z prvniho jde na druhé
hned pod nim a tak dale. Vyplatilo by se toto feSeni i v piipadé Peltono-
vych turbin (bez ohledu na cenu instalace)?

Jste na plachetnici a nevane vitr, mate vsak k dispozici ventilator. Muze
s lodi pohnout, pokud ventildtor namifite na plachtu? Slo by ho vyuzit
efektivnéji?

Odhadnéte, jak se skaluje ztratovy vykon obtékaného télesa s rychlosti

Pii aplikaci na automobil, piepoctéte skdlovani ztratového vykonu (energie
za jednotku Casu) na ztratovou spotiebu (energie na jednotku vzdéalenosti)

Pii aplikaci na potrubi odhadnéte, jaky vliv méa zapocteni néjakého real-
ného rychlostniho profilu (zvétsi nebo zmensi silu na element potrubi?)

Jaka je vyhoda raketového motoru oproti proudovému? A jaki je vyhoda
proudového motoru? Zamyslete se, jestli by se to nedalo zkombinovat?

11.9 Podékovani

Dékuji za podporu pii vytvafeni téchto podklada projektu ESF II &islo
CZ.02.2.69/0.0/0.0/18 _056/0013239.
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